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Jugando con matrices positivas: eficiencia de un estado
inicial.

Margarita Arias ¢ Juan Campos e |

Resumen  Conocedores del interés que el profesor Garcia Santos mostraba por
todos los temas relacionados con la docencia, en este trabajo presentamos algunos
resultados, en parte novedosos, sobre el comportamiento asintdtico de ciertos sistemas
dindmicos generados por matrices positivas, que bien podrian estar incluidos en uno
de los cursos de dlgebra lineal que tantas veces impartié Floro.

1. Introduccion

Una matriz A, cuadrada de orden k y positiva, es decir, con todas sus entradas
positivas o cero, permite definir un sistema dindmico en R% = [0, +00)* por medio
de la ecuacion

Tpy1 = ATy, ey

Son muy diversos los modelos matematicos que se ajustan a este tipo de ecuaciones.
Por ejemplo, algunos modelos de poblaciones estructuradas por edad, como el modelo
de Leslie, o los clasicos modelos de economia de Leontief (ver, por ejemplo, [1]], [3]]).
La matriz A es la llamada matriz de transicion y v, es el vector de estados en la
etapa n-ésima.

Aunque la ecuacion , conocido el vector de estados inicial, ¥y, permite determi-
nar por recurrencia el vector de estados en cualquier etapa posterior, no proporciona
de forma inmediata un retrato general de la dindmica del proceso que describe. Para
realizar este estudio es necesario investigar los valores propios y los vectores propios
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de la matriz. Como A es positiva es conocido que
Ap = méx{|A|/ X € 0(A)} 2)

es valor propio y que ker(A — A\,I) ﬂle_ # (. Nos referiremos a A, como va-
lor propio principal. Se dice que el valor propio principal es dominante cuando es
algebrdicamente simple, esto es, es simple como raiz del polinomio caracteristico, y

A > AL VA € 0(A) — (A} 3)

Existen muchos resultados que permiten asegurar la dominancia del valor propio prin-
cipal. Probablemente el mds conocido sea el cldsico Teorema de Perron-Frobenious,
[4] (ver también [3]), que asegura que A, es dominante si la matriz A es tal que para
algin s € N, A® tiene todas sus entradas estrictamente positivas (lo que algunos
autores denominan matrices ergodicas).

Tambien se conocen, por ejemplo, condiciones sencillas para matrices de transi-
cién de un modelo de Leslie. Recordemos que los modelos de Leslie son modelos
para estudiar la evolucién del niimero de hembras de una poblacién estructurada
por edades. En su versién mdas simple, se divide la poblacién en k grupos de edad
equiespaciados de duracién d, de forma que la edad maxima de supervivencia de un
individuo es kd y se recuenta cada d unidades de tiempo; la evolucién de la poblacién
se describe mediante la ecuacién () con
i oo feer Se

0 --- 0

S1 0

donde f; > 0 es el nimero medio de crias hembras que tiene cada hembra del grupo
1 (la llamada tasa de fertilidad), y 0 < s; < 1 es la probabilidad de que un individuo
del grupo ¢ sobreviva al siguiente (la tasa de supervivencia del grupo). Se demuesta,
[2]], que el valor propio principal de A es dominante siempre que existan dos grupos
fértiles consecutivos, es decir, cuando f;f;11 > 0 para algin ¢ € {1,...,k — 1}.

Bajo condiciones de dominancia es evidente que A, > 0. Ademds, si denotamos
por p el tnico vector propio cuyas componentes suman 1, se puede demostrar (ver,
por ejemplo, [2]) que dado cualquier vector de estados inicial 7y € R¥, existe una
constante ¢(vp) € Ry tal que, si ¥, = A"y, n € N, es la solucién de (1)) que parte
de ese estado inicial, entonces

)\—nﬁn — ¢(Up)p, n — +o0. )

P
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En otras palabras, la solucién de que parte del estado inicial ¥y se comporta a
largo plazo como ¢(tp) A p. Vamos a llamar a la constante c(@) eficiencia del estado
Up. El cdlculo de la eficiencia de un estado inicial requiere del conocimiento de una
base de R* en la que A se escriba en algiin tipo de forma canénica y su obtencién

no es en absoluto trivial.

El propdsito de este trabajo es relacionar la eficiencia con un vector propio de la
matriz traspuesta de A, A!, asociado al valor propio dominante. Hay que observar
que, como es evidente a partir de (2) y (3), el valor propio principal y la condicién
de dominancia son invariantes por trasposicion.

Aunque toda esta teoria es vdlida para cualquier matriz positiva, nuestro interés
se centra en las matrices de transiciéon de los modelos lineales discretos de dindmica
de poblaciones, como el de Leslie, puesto que el conocimiento de la eficiencia de
cualquier estado inicial permite conocer a priori una estimacién precisa del nimero de
individuos en cada estado, no sélo su comportamiento asintético. Como consecuencia
se puede determinar, por ejemplo, la estrategia mds conveniente de distribucidn inicial
de la poblacién en procesos de repoblacion.

2. Eficiencia de un estado inicial.

Dado @ € R, denotamos por |7 = 25:1 v; donde v; es la i-ésima componente
de ¥. Con esta notacién p’ cumple |[p] = 1 y es un vector de tantos por uno que en
virtud de @) es el limite en n de

Un

[T
para cualquier solucién de (I) no eventualmente nula. Podemos, por tanto, llamar a
a p el vector de proporciones asintdticas del sistema dinamico (1J).

La solucién de (I) dada por
representa la evolucién de un individuo inicialmente distibuido en la proporcién a-
sintética del modelo. Como consecuencia de la normalizacién [pi,| = .

Llamamos eficiencia de un estado inicial ¥y al "limite"del cociente entre la solu-
cién 9, que comienza en dicho estado y la solucién (5) cuando n — oo. Este limite
puede entenderse componente a componente en las componentes de p no nulas o el
cociente entre la suma total de las componentes de cada vector, y coincide con el
valor de ¢(¥p) de la férmula @) Se deduce de (4) que c: Ri — R es la restriccién
de una aplicacién lineal definida en R¥ (de hecho se puede hacer para cualquier
Uy € Rk).

Si consideramos {€, €y, ..., €} la base canénica de R¥, el valor ¢; = c(€;) se
puede ver como la eficiencia de un individuo del estado ¢ en relaciéon con un individuo
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distribuido en la proporcién asintética del modelo.

Definicién. Denominamos vector de eficiencia del modelo al vector formado por las
. ‘. .S t

eficiencias de los vectores de la base caénica de R¥, es decir, ¢ = (cq, ..., ck) -
Con esta notacién se tiene que, para cualquier 7 € R¥,

k
c(V) = Zcivi =< GU >
i=1

donde <, > denota el producto escalar usual en R¥.

Teorema 1 Supongamos que el vector propio principal A, de una matriz positiva A
es dominante. Entonces, el vector de eficiencia ¢ es el vector propio de At asociado
a \p que cumple < ¢,p >= 1.
Demostracién. Sea w un vector propio de A’ asociado a \,. Dado 7 € RF,
i s 1 S oane
<w,v>:—<(A)’w,v>=)\—n<w,A v >,

D
para todo n € N. Haciendo n — oo y teniendo en cuenta (@), se tiene entonces que

< W, T >=c(V) < W, p>. (6)

Si < @, >= 0, entonces < w,7 >= 0 para cualquier 7 € R* y @ = 0, en
contradicién con que es un vector propio de A’. Por tanto, < w,p ># 0y

L < WT>
(V) = —=—=—,
< W, P>
para todo ' € R¥. En particular,
. .
C= ——F—w, (7)
< W, P>

con lo que ¢ es el vector propio de A’ asociado a A\, que cumple < &, p >= 1, c.q.d.

Observacién. Dado que rg(A" —\,I) = rg(A—\,I) = k—1, el vector de eficiencia
C es la tnica solucion del sistema

(A" =X\, D)E =0, (®)

que cumple < Z,p' >= 1. Esta tltima ecuacion resulta de imponer que la eficiencia
del vector de proporciones asintéticas del sistema dindmico es igual a 1.



Eficiencia de un estado inicial. 5

Un ejemplo. En [2], ejercicio 5, pag. 345, los autores proponen un sencillo ejer-
cicio en el que se trata de describir la distribucién por edades y el comportamiento
asint6tico de una poblacién estructurada en dos grupos de edad con f; =1, fo =3
y s1 = 2/3, partiendo de un estado inicial de 100 miembros en el primer grupo de
edad y ninguno en el segundo.

Es un ejercicio elemental determinar que para la matriz

A:<2}3 g)

Ay =2y p=(3/4,1/4)". Estos dos datos nos permiten asegurar que la poblacién
total se hace cada vez mds grande y que a largo plazo la proporcién de individuos
en cada grupo de edad se ajustara al vector de proporciones p, es decir, un 75 % del
total pertenecerd al primer grupo de edad y el 25 % restante al segundo.

Sin embargo, si calculamos la eficiencia del estado inicial podemos ser mas con-
cretos en nuestras predicciones. Se comprueba que ¢ = (8/9, 4/3)%, con lo que la
eficiencia del estado inicial dado es ¢((100, 0)*) = 800/9 y, por tanto, la poblacién
en el recuento n, v,, cumple

L e (1 3N\"[ 100 __,800 ( 3/4
“"_A”°_<2/3 0) ( 0 )‘2 9 (1/4)'

La siguiente tabla presenta los datos reales y los obtenidos mediante esta aproxi-
macion.

n 0 5 10 15 20
An 100 100 2100 68300 2184500 69905100
0 0 733 22733 728200 23301667

on 800 3/4 67 2133 68267 2184533 69905067
9 1/4 22 711 22756 728178 23301689

El vector de eficiencia ¢ indica la mejor estrategia a seguir en este modelo con
vistas a la repoblacién: 100 individuos del primer estadio se comportan a largo
plazo como % ~ 88,89 individuos repartidos segiin las proporciones de p =
(3/4, 1/4)t, mientras que si partimos de 100 individuos en el segundo estadio, como
¢((0, 100)*) = 400/3 ~ 133,33, su evolucién corresponderd a la de 133,33 indivi-
duos repartidos segin p. También es posible analizar hasta qué punto es rentable

pagar un precio mds alto por individuos adultos.

3. El caso no dominante.

Cuando el valor propio principal A, no es dominante, el estudio del compor-
tamiento de A™v para una condicion inicial dada, ¥, se puede llegar a complicar
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mucho, tanto por la posible existencia de valores propios complejos con norma A,
como por la multiplicidad del valor propio principal. Sin embargo, cuando A, es
geométricamente simple ain es posible obtener resultados semejantes a los de la
seccion anterior.

Diremos que A\, es geométricamente dominante si verifica (3) y ademads

dim (ker (A — A1) =1.

En este caso, p viene naturalmente definido como el tinico elemento de ker (A— A, 1)
con |p] = 1. Se demuestra (ver anexo)

Lema 1 Para cada v € R¥ existe una constante c(%) tal que

1 . S
WA% — c(D)p, )
D
donde s es la multiplicidad algebrdica de )\, (multiplicidad como raiz del polinomio
caracteristico). Ademds existen vectores tales que c(v) # 0.

Podemos por tanto llamar, de forma andloga al caso dominante, a la constante
¢(V) eficiencia del estado inicial ¥ y el vector de eficiencia del modelo serd ¢ =
(c1,.. .,ck)t, con ¢; = ¢(é), i = 1,..., k. Obsérvese que & # 0 puesto que hay
vectores con ¢(¥) # 0. Con esta notacién,

c(¥) =< v >, veR.
Como en el caso dominante, el resultado anterior permite dar una estimacién
del nimero de individuos en el estado n, conocido el estado inicial ¥y, siempre que
c(to) # 0:

|0, ] = |A™ 0| =~ nsfl)\gc(ﬁo),

y la proporcién en cada clase tiende a asemejarse a la determinada por el vector
de proporciones asintdticas, p. Como en el caso dominante, se tiene el siguiente
resultado, cuya demostracién incluimos también en el anexo final.

Teorema 2 Sea A una matriz positiva con valor propio principal \, geométricamente
dominante. Entonces, el vector de eficiencia, C, es un vector propio de la matriz At
asociado a M.

Observacién 1. Dado que A"p' = AJp, es evidente que ¢(p) = 0y, por tanto, no
estd claro el tipo de normalizacién necesario para obtener el vector de eficiencia en
este caso. Un problema abierto es obtener una normalizacién apropiada que permita
determinar ¢ sin necesidad de conocer una base de Jordan de la matriz de partida.
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Tampoco es obvio que halla una solucién modelo con la que comparar, como ocurre
en el caso dominante con la determinada por el vector de proporciones asintéticas.

Observacién 2. Como hemos comentado antes, cuando el valor propio principal
no es geométricamente dominante la dindmica de la ecuacion (I)) puede llegar a
complicarse enormemente. Si lo que ocurre es que hay valores propios complejos de
norma A\, es posible todavia obtener alguna informacién puesto que las oscilaciones
estdn bien estudiadas y se trata de tomar valor medio en un periodo. Cuando A, es
geométricamente miiltiple, cada vector propio asociado a )\, puede tener una eficiencia
diferente y parece dificil determinar a priori cual va a ser el comportamiento de un
estado inicial.

4. Anexo: demostracion del Lema [y del Teorema

Por simplicidad y, principalmente, por cuestiones de espacio, vamos a demostrar
tnicamente el caso s = 2. Sea J = diag (Ji,...,J,) una forma canénica de Jordan
de la matriz A. Como dim (ker (A — A,1)) = 1y la multiplicidad algebrdica de A, es
2, hay un tnico bloque de Jordan asociado a este valor propio y tiene orden 2. Podemos
suponer sin perdida de generalidad que es el primero, es decir, J; = A\, + N>, siendo
N» la matriz nilpotente de orden 2

0 1
v=(9 )

Entonces, n}\g A" = P diag ("/I\Z J n/l\;; J)P~!, para cierta matriz P no sin-
gular. Por H es evidente que n/l\,n J' — 0, n — oo para todo ¢ = 2,...,k, luego
hemos de centrarnos tinicamente en el primer bloque de Jordan. Se tiene
1 ., 1 1 1 1
=—-(I+ —N3)"=—(I+n—N:
n)\g 1 ( )\p 2) n( )\p 2)7

yaque N2 =0y

1 1 0 1
lim J":( >
nonAr”t A, L 000

(

Fijado ¥ € R, se tiene entonces que, poniendo P = (W, ..., W),
.1 I N
lim )\nA"v = )\—(O,wl,(), ...,0)P71g,
n nAp »
pero si ¥ tiene coordenadas (v, ..., ay) respecto de la base {, ..., w}, es claro
—1z_ ¢
que P71 = (ag,...,ax)ty
p L Q2
lim AT = =

n
n n)\p Ap
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Basta tener en cuenta que, por construccion, Aw; = Apw; para concluir la de-
mostracién del Lema [I1

En cuanto a la demostracién del Teorema [2] también por construccion, se observa
que AWy = A\pwWs + wy. Por tanto, fijado Z € ker (A" — \, 1),

< E ) >=< 7, Aty — Mty >=< (Al — \,)Z, i, >= 0.

Ademds, para cada i € {3,...,k}, A™U; estd en el subespacio invariante generado
por {Ws, ..., W}y, por tanto,
1 .. -
)\—nA w; — 0, n — oo, (10)
P
con lo que < Z,w; >=0, i € {3,...,k} y Z es ortogonal al subespacio generado
por {1E1,u73, B ’lﬁk}

Por otra parte, como w; € ker (A — \,I), < & w; >= 0y teniendo en cuenta
(10) y la definicién de eficiencia, es evidente que < ¢, w; >= 0, i € {3,...,k}, con
lo que ¢ es también ortogonal al subespacio generado por {w,ws, ..., Wi} y los
vectores ¢y Z han de ser colineales, lo que permite concluir la demostracion.
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