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Estabilidad de superficies en la 3-esfera sub-riemanniana

Ana Hurtado e César Rosales o |

Resumen En estas notas estudiamos la estabilidad de superficies compactas en la
3-esfera sub-riemanniana, es decir, la propiedad de ser un minimo de segundo orden
del area bajo una restriccion de volumen. En concreto, ofrecemos una demostracion
muy sencilla de un resultado probado en [6]], en el que se establece que una superficie
compacta y estacionaria de clase C? sin puntos singulares es inestable.

1. Geometria sub-riemanniana en S?°

En este trabajo denotaremos por p - ¢ y por <p, q> al producto cuaterniénico y
escalar, respectivamente, de dos elementos p,q € R*. La esfera unidad S® C R?
con el producto de cuaternios es un grupo de Lie tridimensional, compacto y no
conmutativo. Dado p € S3, la traslacién derecha asociada a p es el difeomorfismo
definido por g — ¢ - p. El élgebra de Lie de los campos invariantes a la derecha en
(S3,-) estd generada por:

V(p) :=1i-p, Ei(p) :==jp, Es(p) ==k - p,

donde ¢, j y k son las unidades cuaternidnicas complejas. El campo V' es un campo
de Hopf sobre S3, ya que es tangente a las fibras de la fibracién de Hopf 7 : §3 — S?
definida por m(p) =D - i - p, donde P es el conjugado de p.

La distribucién horizontal H en S3 es la distribucién plana generada por los
campos E; y Fs. Es claro que H = Ker(w), donde w es la 1-forma de contacto sobre
S3 dada por w = 1 dy; — y1 dw1 + 29 dys — Yo dxo, donde (1,1, 2, y2) son las
coordenadas euclideas en R*. En particular, { es una distribucién completamente no
integrable. Denotaremos por X}, a la proyeccién horizontal de un campo tangente X
sobre S%. Diremos que X es horizontal si X = X},.
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A continuacidn, introducimos una métrica sub-riemanniana sobre S*. Para ello,
basta considerar la métrica riemanniana g, sobre H para la que {F1, E2} es una
base ortonormal en cada punto. De este modo, el par (S3, ;) es una variedad sub-
riemanniana de contacto. Es obvio que la restriccién g del producto escalar <-, > as?
proporciona una extensioén de gy, tal que la paralelizacion {Ey, F5, V'} es ortonormal.
Por una congruencia de (S3, g5, ) entenderemos una isometria de (S3, g) que conserva
la distribucién horizontal. Como la métrica g es invariante a la derecha, se sigue que
cada traslacién derecha es una de tales congruencias.

Sea J el giro de 90 grados en H en el sentido determinado por la base { £y, Fs}.
Se tiene entonces que (S®,7H,.J) es una variedad de tipo pseudohermitico. Exten-
demos J a todo el espacio tangente de S® mediante J(V) := 0. Si D represen-
ta la conexién de Levi-Civitd sobre (S3, g), entonces se comprueba facilmente que
J(X) = DxV para cada campo X de vectores tangente sobre S®.

Dada una superficie ¥ C S? de clase C*, se llama conjunto singular de ¥ a
Yo={peX: T,X ="H,} Porel teorema de Frobenius se sigue que X es cerrado
y tiene interior vacio en X. Como consecuencia, el conjunto regular ¥ — g es abierto
y denso en ¥. Si N es un campo normal unitario sobre Y en (S?, g), entonces podemos
describir el conjunto singular de ¥ mediante la igualdad ¥y = {p € £ : Ny (p) = 0}.
En el conjunto regular 3 — > podemos definir la aplicacion de Gauss horizontal vy,
y el campo caracteristico Z como:

Ny
Vp .

= W, Z = J(I/h). (1)

Como Z es horizontal y ortogonal a v, deducimos que Z es tangente a X.. Por tanto,
Z, genera T},>. N 'H,. Llamaremos curvas caracteristicas (orientadas) de X a las
curvas integrales de Z en X — X. Si definimos el campo

S:=(N,V)vy —|Ny|V, ()

entonces {Z,,S,} es una base ortonormal de T,X en cada punto p € ¥ — Xy.

Terminamos esta seccién recordando algunos hechos sobre geodésicas en (S, gj,).
Diremos que una curva C' 1 es horizontal si su vector tangente en cada instante perte-
nece a la distribucién horizontal. Siguiendo el enfoque dado en [5] y [4], definimos
las geodésicas en (S?, gj,) como las curvas horizontales de clase C? que son puntos
criticos de la longitud para cada variacién por curvas horizontales con los mismos
extremos. A partir de la primera derivada de la longitud no es dificil probar que una
curva horizontal v de clase C? y parametrizada por el arco es una geodésica si y
s6lo si existe un nimero real A\ de forma que se cumple la ecuacién diferencial de
segundo orden dada por:

Dy +20J(§) = 0.

En tal caso, diremos que ~y es una geodésica de curvatura \. El comportamiento de
las geodésicas en (83, gr) en funcién de su curvatura fue establecido en [4].
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Proposicion 1.1. Sea v : R — (S, g,) una geodésica completa de curvatura M.

i) Si A\/V1+ A2 € Q entonces v parametriza una circunferencia embebida cuya
longitud depende solamente de \.

ii) Si A\/v1+ A2 € R—Q entonces, salvo una traslacion derecha, v parametriza
un subconjunto denso de un toro de Clifford vertical S*(a) x S*(b).

2. Superficies estacionarias y estables

Recordaremos en primer lugar las nociones de volumen y de drea en (S, gy ).
Sea Q C S? un conjunto de Borel. El volumen V() es la medida de Haar en el
grupo (S3, ), que resulta coincidir con el volumen riemanniano en (S, g). Dada una
superficie orientable Y de clase C, el drea de ¥ viene dada por la expresion integral

A) = [ Nz

donde N es un campo normal unitario sobre Y en (S3, g) y dX es el elemento de 4rea
riemanniano sobre Y. Gracias al teorema de la divergencia se prueba que si X = 0f)
entonces A(X) coincide con el perimetro sub-riemanniano de ) definido como:

P(2) = sup {/ divX dv; | X| < 1}, 3)
Q

donde el supremo se toma sobre todos los campos horizontales de clase C'* sobre S3.
En (3)), denotamos por dv y div al elemento de volumen y la divergencia en (S3, g).

Ahora podemos definir el concepto de superficie estacionaria. Sea X una superficie
compacta de clase C2? en S®. Cada campo tangente X sobre S permite construir,
mediante su grupo uniparamétrico de difeomorfismos, una variacion ¥4 de . Dicha
variacién produce también una familia diferenciable de abiertos Q, en S? de forma
que 99, = 3, para cada s € R. Denotaremos por N al normal interior sobre X,
es decir el que apunta hacia ). Los funcionales de volumen y de 4drea asociados
a la variacién estdn dados por V(s) := V() y A(s) := A(3;), respectivamente.
Diremos que la variacién preserva el volumen si V' (s) = V(12) para cada s en un
intervalo alrededor de 0. Diremos que X es estacionaria si A’(0) = 0 para cada
variacion que preserva el volumen.

Las superficies estacionarias en (S?,g;,) presentan propiedades interesantes que
reunimos en el siguiente resultado. Los detalles se pueden consultar en [J5], [6] y [3].

Proposicion 2.1. Sea 3 una superficie compacta y estacionaria. Se verifica que:

i) La curvatura media de %, definida por —2H = divsvy, es constante en X — Y.
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ii) Cada curva caracteristica de Y es una geodésica de curvatura H en (S, gp,).
iii) Cada componente conexa de X es homeomorfa a una esfera o a un toro.

Gracias a los resultados de [3]] y [S] en los que se describe el conjunto singular 3
de una superficie estacionaria y el comportamiento local de X alrededor del mismo,
es posible caracterizar todas las superficies compactas y estacionarias con g # .
Se tiene el siguiente resultado, que fue probado en [4].

Proposicion 2.2. Sea X una superficie compacta, conexa y estacionaria con conjunto
singular no vacio. Entonces ¥ es congruente con una esfera de revolucion Sy o con
un toro estacionario de una famila biparamétrica T, .

Las superficies esféricas Sy y los toros 7,, » fueron descritos en [4]. Cada esfera
S» es la unién de todas las geodésicas de curvatura A que unen dos puntos situados
sobre la fibra de la fibracién de Hopf que pasa por el elemento neutro en (S3, ).

El siguiente paso natural consiste en estudiar las superficies compactas y esta-
cionarias con conjunto singular vacio. A diferencia del caso en que X # (), estas
superficies no estin completamente clasificadas, aunque en [4] se establecieron algu-
nos resultados parciales interesantes que enunciamos a continuacion.

Proposicion 2.3. Sea X una superficie compacta, conexa y estacionaria con conjunto
singular vacio. Supongamos que Y. satisface alguna de las siguientes hipotesis:

i) La curvatura media H de % cumple H//1+ H? e R — Q.
ii) X es vertical, es decir, el campo de Hopf V es siempre tangente sobre X..
Entonces, Y. es congruente con un toro de Clifford vertical S*(a) x S'(b).

Nota 2.4. La condicién sobre H que aparece en la proposicién previa no se puede
eliminar. De hecho, en [4] encontramos toros estacionarios de tipo onduloide, sin
puntos singulares, y con curvatura media H tal que H/+v/1+ H? € Q.

Los resultados anteriores reflejan que, en general, no podemos aspirar a clasificar
todas las superficies compactas y estacionarias en (S, gj,). El problema radica en la
ausencia de un resultado de caracterizacion para aquellas con conjunto singular vacio
y tales que H/v1+ H? € Q.

Llevados por las consideraciones previas, pasamos a abordar el estudio de la
estabilidad de superficies estacionarias.

Sea X una superficie compacta de clase C? en S3. Diremos que ¥ es estable si
es estacionaria y A”(0) > 0 para cada variacién que preserva el volumen.

Para caracterizar de forma analitica la condicién de estabilidad es necesario cal-
cular la derivada segunda de los funcionales de drea y de volumen asociados a una
variacion. Este cdlculo se ha desarrollado en [6] para ciertas variaciones que dejan
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fijo el conjunto singular de la superficie. A partir de dicho célculo y de la definicién
de estabilidad se obtiene en [6] una desigualdad integral para superficies estables que
enunciamos a continuacion.

Proposicion 2.5. Si X es una superficie compacta y estable, entonces se cumple que:
Q(u) = 0,

para cada funcion u € Co(X — ), con media nula, y de clase C* a lo largo de las
curvas caracteristicas. En la desigualdad anterior Q representa la forma cuadrdtica

Qu) = / Ny (Z(0)? — |B(Z) + S u?) dS. 4

donde {Z, S} es la base definida en (T) y @), y B es el endomorfismo de Weingarten
riemanniano de 3.

La forma cuadrética Q se llama forma indice de X por analogia con la situacién
riemanniana estudiada en [[1]. La proposicién anterior proporciona un método para
probar que una superficie es inestable: basta con encontrar una funcién test con media
nula y soporte compacto sobre ¥ — ¥y tal que Q(u) < 0. Esta serd justamente la
idea que perseguiremos para demostrar nuestro resultado principal.

3. Resultado principal

En esta seccién probaremos que si X es una superficie compacta y estacionaria
en (S?,g;,) y tiene conjunto singular vacio entonces ¥ es inestable. Este resultado
se obtuvo previamente en [6] mediante argumentos que también se usan para probar
resultados de clasificacion de superficies completas y estables en todas las variedades
modelo sub-riemannianas tridimensionales. Aqui proporcionaremos una prueba mas
sencilla en la que se aprovechan las propiedades especificas de (S?, g,) como variedad
sub-riemanniana. Necesitaremos un lema previo.

Lema 3.1. Sea ¥ una superficie compacta. Consideremos la base ortonormal {Z, S}
definida en (1) y (). Si X9 = 0 entonces existe p € ¥ tal que B(Z) + S # 0 en p.

Demostracién. Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que B(Z) = —S
sobre 3. Sea 7 una curva caracteristica de .. Como X es compacta 'y X9 = 0
entonces ~y estd definida en toda la recta real. Sea f : R — R la funcién dada por
f(s) == (N,V)(v(s)). Representamos por ’ las derivadas de f con respecto a s.
Usando las igualdades D7V = J(Z), J(Z) = —v, y VT = —|Ny| S, se tiene que:

f = <DZN, V> + <N7 J(Z)> = |Np| <B(Z),S> — |Np| = =2|Ny|. 5)
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Se sigue que f es de clase C? en R. Ademds, obtenemos que:
" ==2Z(|Ny|) = —4(N,V) = —4f, (6)

donde se ha usado | N, |2+ (N, V>2 = 1 para calcular Z(|N|) a partir de Z((N,V')).
Gracias a (6) se deduce que f(s) = a cos(2s) + b sin(2s) para cada s € R. Esto es
una contradiccion, ya que la ecuacién (@) implica que f/(s) < 0 paracadas € R. O

Ya podemos demostrar nuestro resultado principal.

Teorema 3.2. Sea Y. una superficie de clase C? compacta y estacionaria en (S?, gp,).
Si X9 = 0 entonces Y es inestable.

Demostracion. Sea N el normal interior sobre Xy {Z, S} la base ortonormal definida
en (I) y (). Veamos primero que si ¥ no es conexa entonces % es inestable. Por el
lema existe un punto p € X en el que B(Z) + S # 0. Sea X; la componente
conexa de ¥ que contiene a p. Sea ¥ una componente de X con X1 # Y. Definimos
una funcién de media nula sobre ¥ que toma valores constantes ci # 0 sobre X, y
que se anula en ¥ — (X1 UX,). Por la definicién de la forma indice en (@), tendriamos:

ch/ INL|H|B(Z) + S|?d% < 0,

con lo que X seria inestable en virtud de la proposicion

Podemos suponer entonces que X es conexa. Sea H la curvatura media de X.
Distinguiremos dos casos:

Caso 1. H/V/1+ H? e R—-Q.

En este caso, sabemos por la proposicién [2.3]que X es congruente con un toro de
Clifford vertical. Como la estabilidad se conserva por congruencias de (S?, g,), basta
con demostrar que ¥ = S!(a) x S!(b) es inestable. Como estos toros son verticales,
se verifican las igualdades (N, V) =0, |Ny| =1y S = —V sobre . En particular,
se cumple que (B(S),S) = 0 sobre ¥ ya que Dy'V = J(V) = 0. Teniendo en
cuenta (3) y [4, Equation 4.4], se sigue que (B(Z),S) =1y (B(Z),Z) = 2H.
Como consecuencia de estas igualdades, ¥ tiene curvatura media H en (S?,g) y
|B(Z)+ S|? = 4H? + 4 = Ric(N, N) + | B|?, donde Ric es la curvatura de Ricci en
(S3,9) y |B|? es el cuadrado de la norma del endomorfismo de Weingarten. Ademads,
si Vxu es el gradiente riemanniano relativo a . de una funcién v € C'*(3), entonces
es obvio que Z(u)? < |Vxul?. Todo esto nos indica que:

) </2{|Vgu|2—(Ric(N,N)+ IB[2)u?} dS = Qp(u), )
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donde Qp representa la forma indice riemanniana de X en (83, g). Ahora, el resul-
tado principal en [1]] establece que toda superficie compacta 3 de curvatura media
constante en (S3,g) y diferente de una 2-esfera geodésica es inestable en (S3, g).
Por tanto, es posible encontrar una funcién u € C*(X), de media nula, y tal que
Qr(u) < 0. Gracias a la desigualdad y a la proposicién concluimos que X
es inestable en (S?, gp,).

Caso 2. H/\/1+ H? € Q.

En este caso, las proposiciones y nos indican que X es homeomorfa a
un toro y que las curvas caracteristicas de X proporcionan una foliacién de > por
circulos de la misma longitud L. Probaremos que X es inestable construyendo una
funcién de media nula asociada a dicha foliacién. De hecho, la expresién de la forma
indice (@) nos motiva a utilizar una funcién u que sea constante a lo largo de cada
circulo caracteristico. Formalicemos la construccion de .

Por el lema [3.1] existe un punto p € X en el que B(Z) + S #0.Seaa: R — %
la curva integral del campo S con «(0) = p. Para cada ¢ € R, sea 7.(s) la curva
caracteristica de ¥ con 7.(0) = «a(e). Tomando ¢ pequefio se puede suponer que la
aplicacién F : (—§,0) x S}(2n/L) — ¥ dada por F(e,s) = v.(s) parametriza un
entorno abierto W de p en . Es obvio que F es de clase C'; por tanto, la funcién
f(g,8) := |Jac F|(e, s) es continua. Sea g : (—0,0) — R la funcién definida por
g(e) == fSl(%/L) f (g, s)ds. Consideremos una funcién ¢ € Cy(—4, ) con ¢(0) > 0
y media nula. Definimos u : (—4,8) x SY(27/L) — R como u(e, s) := ¢(g)/g(e).
Es claro que w induce sobre 3 una funcién continua con soporte compacto contenido
en W. Ademds, por el teorema de Fubini, la definicién de g(¢), y el hecho de que ¢
tenga media nula, se tiene que:

/EudEz/_iqﬁ(a)d&t:O.

Por otro lado, la funcién u es constante a lo largo de las curvas caracteristicas de X.
En particular, Z(u) = 0 sobre X. Al calcular Q(u) a partir de (@), deducimos que:

Q(u) =—/ N7V |B(Z) + S|*u?dx,
>

que es claramente una cantidad no positiva. Finalmente, como |Np| > 0 sobre %,
|B(Z) + S|(p) > 0y u(0,0) > 0 se sigue que Q(u) < 0. Por la proposicién
concluimos que X es inestable. Esto finaliza la demostracion. 0

Terminamos este trabajo con una aplicacién del teorema [3.2) al problema isoperi-
métrico en (S3, g5). Dicho problema estudia los conjuntos que minimizan el funcional
de perimetro definido en (3) bajo una restriccién de volumen. Como S3 es compacta,
existen soluciones isoperimétricas compactas con cualquier volumen [2f]. Ademads, si
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dichas soluciones son de clase C2, entonces su frontera es una superficie compacta,
estacionaria y estable. Gracias al teorema [3.2] y a la proposicién [2.2] deducimos el
siguiente resultado, que resuelve afirmativamente una conjetura establecida en [4].

Corolario 3.3. Si Q es una region isoperimétrica de clase C? en (S?, gy,), entonces
cada componente conexa de 0S) es congruente con una esfera de revolucion Sy o
con un toro estacionario 1, .

En el espacio de Heisenberg sub-riemanniano existe una conjetura de Pansu [2]
que afirma que las soluciones isoperimétricas tienen por frontera a ciertas esferas
de revolucién similares a las esferas Sy. Resulta natural conjeturar que en (S?, gj)
ocurrird el mismo fendmeno. De hecho, podemos ir mds alld y conjeturar que las
esferas Sy son las tnicas superficies compactas y estables de clase C? en (S3, gy ).
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