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.De qué va esta asignatura?

Estos apuntes esperan ser una herramienta de ayuda para aprender mejor
la asignatura Ecuaciones Diferenciales I del Grado de Matematicas de la
Universidad de Granada. Esta asignatura, como su nombre indica, abarca la
primera parte del estudio de las ecuaciones diferenciales a nivel de un grado en

Matematicas, que se completara con la asignatura Fcuaciones Diferenciales
II.

Las ecuaciones diferenciales son una de las herramientas matematicas
mas usadas en campos ajenos a las matematicas, como pueden ser la fisica, la
economia, las ingenierias, la biologia. ... Ayudan a dar respuestas a preguntas
del tipo: jcémo cambia el tamano de una determinada poblacién a lo largo
del tiempo?, ;jcomo cambia el capital depositado en un banco a un interés
fijo?, jcomo se mueve una particula sujeta a la acciéon de una determinada
fuerza?...Como ves, todas estas preguntas tienen una bisqueda comun: el
cambio en una cierta cantidad. Esto nos puede llevar a pensar en un concepto
matematico que justamente se ocupa de medir el cambio: la derivada. La
derivada es clave en las ecuaciones diferenciales!. Si tuviésemos que contar a
alguien que no sabe matematicas qué es una ecuacién diferencial, podriamos
decir que es la informacién dada para encontrar como una cantidad depende
de otra sabiendo como es su velocidad de cambio. En términos matematicos
podriamos decir que es una ecuacién en la que la incégnita no es un nimero,
sino una funcién de la que sabemos cosas sobre su(s) derivada(s).

Estas notas estan estructuradas en cuatro capitulos que se corresponden
con los 4 temas que constituyen la asignatura segun se indica en su guia
docente. El primer capitulo es introductorio, presentamos algunos ejemplos
aplicados a la fisica, la biologia y la economia, damos la definicién rigurosa

No deberia sorprendernos ya que se indica con la palabra diferencial, ;no?


https://grados.ugr.es/ramas/ciencias/grado-matematicas/ecuaciones-diferenciales-i
https://grados.ugr.es/ramas/ciencias/grado-matematicas/ecuaciones-diferenciales-i
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de qué entendemos por una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO), introdu-
cimos también los sistemas de ecuaciones diferenciales y hacemos un recorda-
torio sobre el Teorema de la Funcién Implicita, que serd muy ttil en el resto
del curso. Los capitulos segundo y tercero se ocupan de mostrar métodos
elementales de integracién. Se han dividido en dos temas distintos porque
las técnicas aplicadas son diferentes. En el Capitulo 2 todos los métodos de
integracién se basan en emplear cambios de variables y en el Teorema Fun-
damental del Céalculo, mientras que en el Capitulo 3 se usa la idea de buscar
cantidades que se conserven a lo largo de las soluciones, encontrando de este
modo una relaciéon implicita entre la solucion y la variable independiente.
Finalmente, en el capitulo cuarto estudiamos los sistemas lineales y las ecua-
ciones lineales de orden superior, que constituyen el grueso del curso. Estas
notas se completan con un apéndice en el que se incluyen los detalles técnicos
sobre los cambios de variables empleados en el Capitulo 2.



Tema 1

Introduccion a las ecuaciones y
los sistemas de ecuaciones
diferenciales

En este primer tema vamos a seguir el siguiente guion:
1. Introduccién:

» ;Qué es una Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)?
= Algunos ejemplos originados en:

e Fisica

e Biologia

e Economia
2. Definicién rigurosa de una EDO

s Orden de una EDO
= Solucién de una EDO

» Problemas de valores iniciales (PVI)
3. Campo de direcciones de una EDO
4. Sistemas de ecuaciones diferenciales

= Soluciones
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» Orbitas

5. Unos recordatorios tutiles: Teorema de la funciéon implicita. Derivacion
implicita.

1.1. Introduccion

En este primer tema daremos respuesta a la pregunta jqué son las ecua-
ciones diferenciales? Y veremos también que las ecuaciones diferenciales son
herramientas muy ttiles para entender situaciones originadas fuera de las
matematicas.

Las ecuaciones diferenciales surgen a finales del siglo XVII, junto con el
célculo diferencial e integral [5]. Y estdn muy relacionadas con el modelado
matematico, como herramienta para responder a cuestiones planteadas en
otras ciencias: fisica, biologia, tecnologia, economia,. . .

Es de suponer que una persona que se inicia en el estudio de las ecuaciones
diferenciales esta familiarizada con la nocién de ecuacion. Entiende por tanto,
que se establece una relacién de igualdad en la que se buscan los objetos
(incdgnitas) que hacen posible dicha igualdad. Asi por ejemplo, la ecuacién

22 4+2x4+1=0

establece una relacién de igualdad en la que se busca el nimero x (llamado
incdgnita) que verifica (z + 1) = 0. De donde se deduce facilmente que
la incégnita buscada, llamada solucién, es x = —1. Es decir, en este caso
los objetos buscados son numeros y la ecuacion planteada es una ecuacion
algebraica.

. Qué significard, entonces, una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO)?
LQué objetos seran las incognitas buscadas? El adjetivo diferencial ayuda a
responder a estas preguntas. Las ecuaciones diferenciales son ecuaciones en
las que las incégnitas, los objetos buscados, son funciones. Y son funciones
porque la relacién de igualdad planteada incluye a la funcién y a algunas de

sus derivadas. Por ejemplo:
'(t) =0 (1.1)

es una ecuacién diferencial en la que el objeto buscado es una funcién cuya
derivada es cero. Por tanto, todas las funciones constantes son soluciones de
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la ecuacion (1.1). Es decir, para cada ¢ € R, 2(t) = ¢, Vt € R es una solucién
de la ecuacién diferencial. ; Tendra otras soluciones?*

Ejercicio 1.1.1. Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones

2 () =1, (1.2)

Z"(t) =0, (1.3)
y

T'(t) =t. (1.4)

Vemos que en la ecuacién (1.3) aparece la segunda derivada. Decimos
que es una ecuacion de sequndo orden, mientras que los otros ejemplos son
ecuaciones de primer orden ya que s6lo aparece la derivada (primera). En
general, el orden de una ecuacién diferencial lo determina la derivada mas
alta.

En muchas ocasiones las ecuaciones diferenciales se escriben sin hacer
mencion expresa a la variable independiente en la funcién incégnita, por
ejemplo, las ecuaciones anteriores podrian denotarse como sigue:

=0, /=1 2"=0, y 2=t

jAlerta! 1.1.1. Esta notacion puede ser peligrosa, porque nos puede
llevar, por ejemplo, a razonar erroneamente como sigue:

m’:1:>/x’:/1:>x:x.

Una vez que conocemos, de forma preliminar, el significado de una EDO,
nos podemos plantear la siguiente pregunta: ;qué tipo de situaciones se pue-
den describir matemdticamente con una EDO? Veremos a continuacion al-
gunos ejemplos, pero podemos adelantar una respuesta de forma amplia,
diciendo que las ecuaciones diferenciales modelan situaciones en las que algo
observable cambia con respecto a una variable (continua, por fijar ideas po-
demos pensar en un intervalo de IR). En los ejemplos veremos también que a
veces la naturaleza del problema no es continua, sino discreta; la variable con

IEsta pregunta nos lleva a pensar sobre la importancia de los dominios de definicién de
la EDO. Veremos mas adelante que definiremos una EDO para evitar que haya demasiadas
soluciones.



10 1.2. Algunos ejemplos introductorios

respecto a la que se observa el cambio es discreta. En esos casos los modelos
apropiados se basan en ecuaciones en diferencias. Ecuaciones diferenciales
y ecuaciones en diferencias estan bastante relacionadas, como podremos ver
en los ejemplos siguientes, sin embargo sus soluciones, ademas de ser objetos
matemdticos diferentes, pueden tener comportamientos bien distintos cuando
tratan de describir la misma situacién. En cada momento habra que discer-
nir si el planteamiento es continuo o discreto para modelar con ecuaciones
diferenciales o en diferencias, respectivamente.

1.2. Algunos ejemplos introductorios

Para concluir esta introduccién vamos a plantear algunos ejemplos de
ecuaciones diferenciales originados en otras disciplinas. Un estudio mas de-
tallado de estos modelos se puede encontrar en [5, 8, 1, 7, 3.

1.2.1. Ejemplos originados en fisica

Recordamos que la Segunda Ley de Newton dice que la fuerza que genera
el movimiento de una particula es igual a la masa de dicha particula por su
aceleracion. Podemos escribir esta ley matematicamente:

Fuerza = m 2" (t), (1.5)

donde z(t) es el desplazamiento de la particula a lo largo del eje de movimien-
to Oz, en funcién del tiempo ¢, y m es la masa de la particula. Obtenemos de
este modo una ecuacion diferencial que dependera de la fuerza que provoca
el movimiento.

Caida libre

Si consideramos como fuerza la dada por la gravedad, F' = mg, siendo g
la constante de la gravedad, encontramos la ecuacién de la caida libre:

2'(t) =g, (1.6)

si suponemos que z(t) describe el desplazamiento recorrido, es decir, consi-
demos el sentido positivo hacia abajo?.

2Si consideremos el sentido positivo hacia arriba tendrfamos z”(t) = —g.
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Ejercicio 1.2.1. Encuentra las soluciones de la ecuacion (1.6).

» sEn qué unidades estd escrita la ecuacion (1.6)7

= s En qué instante toca el suelo una particula que se deja caer desde una
altura de 10 metros, sin aplicarle ninguna velocidad inicial?

» ;Como se modifica la ecuacion (1.6) si se considera también la fuerza
de resistencia del medio en el que se produce la caida y se supone que
es proporcional a la velocidad de la particula?

Movimiento de un péndulo

mg sen(d(t)) mg cos(S(t)

mg

El movimiento de un péndulo® sin rozamiento viene dado por la ecuacién

0" () = —%Sen(G(t)), (1.7)
donde la incégnita es la funcién 0(t), que describe el 4ngulo que se forma con
la vertical del péndulo en el instante t, como se indica en la figura anterior.
Para obtener la ecuacién (1.7) nuevamente se ha empleado la Segunda Ley
de Newton, tomando como fuerza

F = —mgsen(6(t))

3Una varilla de longitud L (de masa despreciable) sujeta por un extremo a un eje
horizontal y con una particula de masa m en el otro extremo.
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y la aceleracién tangencial, que viene dada® por LO”(t). Observamos que el
sentido de la fuerza es opuesto al del movimiento (por lo que lleva el signo
menos).

Si se tiene en cuenta el rozamiento, descrito por —kLm#'(t), con k la
constante de rozamiento (positiva), la Segunda Ley de Newton nos da la
siguiente ecuacién, que modela el movimiento de un péndulo con rozamiento:

0" () = —% sen(0(1)) — ko/(t). (1.8)

Si el dngulo de desplazamiento es pequeno se puede suponer sen(6(t)) =~ 0(t)
y las ecuaciones anteriores tienen las siguientes aproximaciones lineales:

0t)=-2o0t) v 0"(t) = —2Lo(t) — k' ().
L L
Ejercicio 1.2.2. Consideramos la ecuacion
1" o g
0"(t) = —Zé(t). (1.9)

1. Demuestra que si 0(t) es solucion de la ecuacion (1.9), entonces 0'(t)
también lo es.

2. Determina A € R para que 0(t) = cos(At) sea solucion de (1.9).

3. Con elvalor de A calculado en el apartado anterior, comprueba que para
cada par de nimeros a,b € R la funcion 0(t) = acos (At) + bsen (At)
es solucion (1.9).

4. Encuentra una matriz> M de orden dos para que la ecuacion (1.9)
de orden dos se pueda escribir de forma equivalente como la siguiente
ecuacion diferencial de orden uno:

X' = MX, con X = < Z,(Zt)) )

4El arco que describe la masa es s(t) = LO(t) y por tanto su aceleracién es s”(t) =
LO"(¢).

5Este tltimo apartado es una motivacién para el tltimo tema, en el que veremos que
las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior se pueden escribir como sistemas
diferenciales lineales de orden 1.
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Ejercicio 1.2.3. Consideramos la ecuacion
0" (t) = —%9@) —kO'(1). (1.10)

1. Determina A € R y las condiciones sobre k para que 0(t) = e sea

solucion de la ecuacion (1.10)

Para ese valor de X calcula el limy_, 6(t).

¢ Qué informacion sobre el péndulo con rozamiento da ese limite, su-
poniendo que 0(t) = e\ es una buena aprozimacion del dngulo que
describe dicho péndulo?

2. Determina a y b € R y las condiciones sobre k para que 0(t) =
e cos(bt) sea solucion de la ecuacion (1.10)
Para esos valores de a y b, calcula el limy_, 0(t).
¢ Qué informacion sobre el péndulo con rozamiento da ese limite, su-
poniendo que 0(t) = e cos(bt) es una buena aprozimacion del dngulo
que describe dicho péndulo?

3. Encuentra una matriz M de orden dos para que la ecuacion (1.10)
de orden dos se pueda escribir de forma equivalente como la siguiente
ecuacion diferencial de orden uno:

X'=MX, con X= ( g% )

Calcula los valores propios de la matriz M ;guardan alguna relacion
con los valores encontrados en los dos primeros apartados?

1.2.2. Ejemplos originados en biologia

Vamos a presentar dos ecuaciones diferenciales que se utilizan en eco-
logia para describir el tamano (en cuanto al nimero de miembros) de una
poblacion.

Malthus

Supongamos que queremos plantear un modelo mateméatico que describa
el nimero de miembros de una poblacién aislada. Para ello, representamos
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por P(t) dicho nimero en el instante t. Conocida P(t), podemos pensar que
la cantidad de miembros pasado un tiempo At sera

P(t + At) = P(t) + Nacen — Mueren.

El caso mas sencillo se obtiene describiendo el ntimero de nacimientos y
defunciones como sigue:

Nacen = f At P(t) y Mueren = m At P(t),

siendo f y m los indices de natalidad y mortalidad, respectivamente. Por
tanto, encontramos que

P(t+ At) = P(t) + f At P(t) — m At P(t)
0, escrito de otro modo,

P(t+ At) — P(t)
At

= (f —m) P(1). (1.11)

Si el paso del tiempo At se hace muy pequeno (es decir, At — 0), formal-
mente, la velocidad media o cociente incremental, descrita mediante el lado
izquierdo de la ecuacién discreta® (1.11), se convierte en una velocidad ins-
tantdnea o razon de cambio, que no es otra cosa que la derivada de P. De
este modo, de la ecuacién discreta (1.11) obtenemos la ecuacién continua de
Malthus (ecuacién diferencial)?

P'(t) = (f —m) P(t). (1.12)

Este modelo condena a las poblaciones a la extincién o al crecimiento expo-
nencial, porque la parte de la derecha de la ecuacion nos indica que si

6Para un paso de tiempo fijo At y un instante de tiempo inicial ¢y estamos considerando
los siguiente tiempos discretos: {tg,t1,...,tn,...} con t, = to + nAt, n = 1,2,.... La
ecuacién (1.11) es una ecuacién en diferencias, una solucién es una sucesién de nimeros
P,, que verifica la relaciéon de recurrencia: % = (f — m) P, o equivalentemente
P,+1 = (14 At(f —m))P,. Observamos que hemos denotado por P, a P(t,).

"Dependiendo de la naturaleza de las situaciones estudiadas serdn més convenientes
los modelos discretos o continuos, ecuaciones en diferencias o ecuaciones diferenciales,
respectivamente. Asi por ejemplo, si analizamos una poblacién de aves migratorias en
una salina, parece razonable pensar el tiempo de modo discreto (ecuacién en diferencias),
mientras que en los ejemplos anteriores derivados de la Segunda Ley de Newton, el tiempo
es continuo (ecuacién diferencial).



1. Introduccién a las ecuaciones y los sistemas de ecuaciones
diferenciales 15

= f—m > 0, es decir, la natalidad es mas alta que la mortalidad. La
derivada de P es positiva y por tanto P es creciente.

= f—m < 0, es decir, la mortalidad es mas alta que la natalidad. La
derivada de P es negativa y por tanto P es decreciente®.

La ecuacion de Malthus es poco razonable para una poblaciéon humana o, en
general, de miembros grandes. Sin embargo, el modelo puede ser valido para,
por ejemplo bacterias o para predicciones en periodos cortos de tiempo. El
modelo no tiene en cuenta las limitaciones del habitat en el que vive la pobla-
cién; ni por el espacio, ni por fenémenos migratorios. ; Como planteariamos
un modelo més realista?”

La ecuacion logistica

Dada una poblacién descrita por P(t), como hemos comentado antes, se
define la tasa de crecimiento como el cociente:
P(t)
P(t)”

que no es otra cosa que la velocidad de crecimiento normalizada en funcién
del tamano de la poblacion.

Observamos de este modo que la tasa de crecimiento de la ecuacion de Mal-
thus (1.12) es f — m!%. No parece razonable esta suposicién, ya que la tasa
de crecimiento deberia depender del niimero de miembros que tiene la pobla-
cién. Asi que si queremos proponer un modelo que no condene a la poblacion
a la extincién o al crecimiento ilimitado (y exponencial), deberemos conside-
ra una tasa de crecimiento no constante. Una primera propuesta puede ser
asumir que la tasa de crecimiento es una recta decreciente en P'!:

P'(t)
P(t)

=a—0bP(t), a,b>0.

8Observamos que sin conocer de forma explicita las soluciones de (1.12), hemos podido
deducir su monotonia.

9Una de las motivaciones principales de las ecuaciones diferenciales es el proceso de
modelado; tratar de describir cémo evoluciona una cantidad proponiendo modelos que
aproximen su derivada. Si nos fijamos, el modelo de Malthus (1.12) asume una poblacién
con tasa de crecimiento constante, f — m.

10Gi has leido la nota anterior ya lo sabias, ahora quizé lo entiendes mejor.

" Es razonable pensar que la tasa de crecimiento es una funcién decreciente ;no te
parece?
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Tomando a y b en funcién de las constantes que se suelen emplear en ecologia
(a =7y b= ) encontramos la ecuacién diferencial logistica:

P'(t) =1 P(t) (1 - %) : (1.13)

En esta ecuacion r es la tasa de crecimiento intrinseca y K la capacidad de
carga, que se considera una constante positiva.

Ejercicio 1.2.4. ;Qué ocurre si P(0) = K? sy si P(0) = %?

1.2.3. Ejemplos originados en economia

En economia son también frecuentes los modelos discretos, es decir, los
modelos que se obtienen al considerar tiempos discretos (en la recta real del
tiempo). Un ejemplo de ello es la ecuacién que describe el interés anual que
ofrece un banco al depositar dinero en él.

Supongamos que el interés anual (en tanto por ciento) es i y que la canti-
dad depositada inicialmente es Cy. ; Cuanto dinero se tendra el ano siguiente?
La respuesta es sencilla'?: C} = Cj + ﬁC’O, es decir, lo que se deposito, mas
el interés obtenido en ese primer afio. En general, tras n afios, se tendra!s:

/L- n
C, = (1 + ﬁ) Co. (1.14)

., Como seria el modelo si pensamos el tiempo de modo continuo, es decir,
cuanto capital se tiene en cada instante de tiempo ¢t € IR? Podemos responder
pensando como lo hicimos en el modelo de Malthus; pasado un tiempo At el
capital sera:

i
C(At) = Co + At G,

ya que el interés es anual y por tanto en At unidades de tiempo tras el

depdsito inicial, el capital generado es At155Co. De la misma forma podemos

concluir que el capital en el tiempo t + At es

Clt + Al) = C(1) + Atﬁ(l(t) _C()(1+ At%o).

12 Al menos para una persona que esta en su segundo afio del Grado de Matemdticas.
13gi no se ha sacado el dinero del banco.
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De donde obtenemos:

Clt+At)—-Ct) 1

Y haciendo tender At a cero llegamos a la ecuacién diferencial, donde el
tiempo ¢ se mide en unidades de anos.

?

o). (1.15)

Ejercicio 1.2.5. 1. ;Cudntos anos tienen que pasar para que se du-
plique el capital inicial segun el modelo dado por la ecuacion (1.14)%

2. Comprueba que f(t) = Coeto! es solucion de la ecuacién diferencial
(1.15). Y es la unica que cumple que t =0 vale Cy.

3. ;Cuantos anos tienen que pasar para que se duplique el capital inicial
segin el modelo dado por la ecuacion (1.15)7?

4. ;Se obtiene el mismo capital pasados 5 anos desde el depdsito inicial
st se considera el interés segun el modelo discreto (1.14) o el modelo
continuo (1.15)? ;Qué diferencia hay?

Ejercicio 1.2.6. Encuentra las funciones constantes que son solucion
de cada uno de los modelos presentados en esta seccion.

Una funcién constante que es solucién de una ecuacién diferencial se le
llama solucién constante o equilibrio de la ecuacion.

1.3. Definicién rigurosa de una EDO

Si miramos los modelos presentados en la seccion anterior podemos en-
contrar una escritura comun a todos ellos, todos tienen la forma:

O(t, (1), 2/ (1), 2" (t),...) = 0. (1.16)

Es frecuente escribir la expresién (1.16) sin hacer explicita la dependencia de
x (y de sus derivadas) de la variable independiente, porque se sobrentiende.
Es decir, se suele escribir de forma abreviada asi ®(¢, z, 2, 2”,...) = 0.
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Ejemplo 1.3.1. 1. Parax’'(t) = 0 podemos tomar ®(t,x,z',2",...) =
x' o escrito de forma mds concisa (t,x,y) = y.

2. Para 2'(t) = 1 podemos tomar ®(t,z,a',2",...) = 2’ — 1 o escrito de
forma mds concisa ®(t,x,y) =y — 1.

3. Para 2'(t) = t podemos tomar ®(t,xz,2',2",...) = 2’ —t o escrito de
forma mds concisa ®(t,x,y) =y —t.
¢ Podrias encontrar otras funciones ® para cada ecuacion o la funcion ®
viene determinada de forma unica?

Ejercicio 1.3.1. Determina ® para cada una de las ecuaciones de los
modelos presentados en la seccion anterior.

El orden de una ecuacién diferencial (dada por la expresién general
(1.16)) viene dado por el orden de la derivada mas alta.

Las ecuaciones del ejemplo 1.3.1 son de orden 1, ya que la derivada mas
alta es la primera derivada (ya que no hay otras derivadas), sin embargo los
ejemplos de la seccién anterior que surgen como aplicacion de la Segunda
Ley de Newton son todos de orden 2.

Nos vamos a centrar, por el momento, en ecuaciones de primer orden.
Estas ecuaciones se escriben con frecuencia despejando la derivada, es decir,

de la forma
Z'(t) = f(t,z(t)) oencorto ' = f(t x). (1.17)

Se dice entonces que la ecuacion diferencial esta escrita en forma normal.
Atendiendo a como sea la funcién f podemos hacer las dos siguientes clasi-
ficaciones:

» Sila funcién f es una recta'? en z, decimos que la ecuacién es lineal.
= Sila funcién f no depende de t, decimos que la ecuacién es auténoma.
Ejemplo 1.3.2. 1. 2’ =24z + 8 es una ecuacion lineal y auténoma.
2. 1’ = 242° + 8 es una ecuacion no lineal y auténoma.

sen(t)

3. x=e x + 8 es una ecuacion lineal y no autonoma.

14 f como funcién de x es una funcién afin, en particular, lineal si es una recta que pasa
por el origen.
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4. o' = 2422 + €' es una ecuacion no lineal, ni auténoma.

Como deciamos mas arriba, por el momento vamos a centrarnos en ecua-
ciones de primer orden

O(t, (), 2'(t)) = 0. (1.18)

Para definir de forma rigurosa una ecuacién diferencial debemos precisar las
hipétesis que suponemos para las funciones ® Vamos a suponer

(Hg) ® : D C R?* — R funcién continua definida en D, un abierto conexo.'?

Definicién 1.3.1 (Solucién). z : I € IR — IR es una solucién de la ecua-
cién diferencial (1.18), con @ satisfaciendo (Hg), si cumple las tres siguientes
condiciones:

1. T es un intervalo abierto y x es derivable en I (z € C'([)).
2. Vtel: (t,x(t),2'(t)) € D.

3. ®(t,z(t),2'(t)) = 0 para todo t € I.

La primera condicién es que la soluciéon debe ser derivable en su dominio
de definicion; la segunda condicion nos indica que la ecuacion esta bien defi-
nida, ya que (t,z(t),2'(t)) estd en el dominio de definicién de ®, para todo
t € I; por ultimo, la tercera condicion muestra que la funcion x satisface la
ecuacién (1.18).

Ejemplo 1.3.3. Vamos a aplicar lo estudiado, hasta el momento, a la

ecuacion ' (t) = x(;f

= Fs una ecuacion autonoma, no lineal. La funcion f asociada es

1
t = .
Podemos definir la funcion ® como
ot 7,) :
T,Y) =y —
) ) y y x o 1 Y

5Recordamos que un abierto es conexo si no se puede escribir como unién disjunta de
dos abiertos.
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que tiene una singularidad en x = 1. Por tanto, podemos definir D de
dos formas distintas:

D_=Rx(-00,1) xR o Di=Rx(1,+00) xR,

ya que recordemos que debe ser un abierto conexo y Rx (R — {1}) xR
no lo es ya que se puede poner como union disjunta de los dos abiertos
D_ y D,. Por tanto f tiene también dos posibles dominios de defini-
cion:

D_=Rx(-00,1) o Dy=IRx(1,+00),

» La funcion x(t) = 14 /2t +4 es solucion de la ecuacion para t €
(=2, +00), ya que es facil comprobar que cumple las condiciones de la
definicion 1.3.1, para ® definida en D, .

» ;Podrias encontrar otras soluciones de la ecuacion?

Ejercicio 1.3.2. La ley de desintegracion radioactiva, mide como pier-
den masa las sustancias radiactivas al emitir radiaciones y viene dada por la
ecuacion diferencial

m'(t) = —Am(t), (1.19)

donde m(t) es la masa en el instante t (en anos) y X > 0 es el parametro de
desintegracion.

1. Determina ® para escribir la ecuacion anterior de la forma (1.16).

2. Demuestra que m(t) = Ce™ con C' una constante es solucién. Y que
todas las soluciones de la ecuacion (1.19) son de esa forma.

3. Determina A sabiendo que la masa del carbono 14 se reduce a la mitad
en 5730 anos.

Como hemos visto en los distintos ejemplos, a lo largo de este tema, dada
una ecuacion diferencial puede tener infinitas soluciones, por lo que se suele
fijar una condicion inicial y plantear lo que se conoce como Problema de
Valores Iniciales (PVI) o Problema de Cauchy

evo i 2
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donde ty € I es un instante del intervalo de definiciéon de la solucion y xg
es un valor dado. Al fijar una condicién inicial se espera que el problema
de valores iniciales tenga una tunica solucién, como pasa por ejemplo en el
siguiente problema de valores iniciales:

evn{ 20 =0

Podemos comprobar facilmente que la tinica solucién del problema es la fun-
cién z(t) = €', ya que todas las soluciones de la ecuacién z'(t) = z(t) son de
la forma z(t) = Ke' con K € R'® y por tanto, la tinica que cumple que en 0
vale 1 es la funcién z(t) = €'

No todos los problemas de valores iniciales tienen una tnica solucién, por

ejemplo, x(t) =ty z(t) = —t son soluciones del
z(t)a'(t) = t
(PVI) { w0) = 0

Otras veces el problema no tiene solucién, como le ocurre al siguiente ejemplo:

evn { =40

1.4. Campo de direcciones de una EDO

En este curso aprenderemos a resolver algunas ecuaciones diferenciales
muy particulares. En general no es una tarea sencilla encontrar las solucio-
nes de una EDOQO, se ve asi la necesidad de desarrollar y emplear esquemas
numéricos que encuentren aproximaciones de las soluciones.

Si analizamos con atencién una ecuacién diferencial de orden 1, escrita
en su forma normal: 2'(t) = f(¢,z(t)), vemos que la funcién continua

f:Dom(f) CR*— R

nos proporciona en cada instante ¢ la derivada de la incognita de la ecuacion.
Esta informacion es importante, ya que nos esta dando en cada instante ¢ el
valor de la pendiente de la recta tangente a la funcién z(¢). Y esto nos ayuda
a descubrir cémo son las soluciones de la ecuacién diferencial.

16Basta comprobar que si y(t) es otra solucién de la ecuacién 2’(t) = x(t) entonces la

.z t .
funcién % es constante, ya que su derivada es cero.
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Ejemplo 1.4.1. 1. La ecuacién z'(t) = 0 nos estd diciendo que la
pendiente de la recta tangente a x(t) es 0, ya que f(t,z) = 0 para todo
(t,x) € R?. Por tanto, todas las rectas tangentes a x(t) en todo instante
son rectas horizontales y por tanto las soluciones deben ser funciones
constantes.

2. La ecuacion z'(t) = 1 nos estd diciendo que la pendiente de la recta
tangente a z(t) es 1, ya que f(t,x) = 1 para todo (t,x) € R*. Por
tanto, las rectas tangentes son de la forma t+c, siendo ¢ una constante.
Esto nos lleva a que las soluciones son realmente las rectas tangentes.

3. La ecuacion x'(t) = x(t) nos estd diciendo que la pendiente de la recta
tangente a x(t) es x(t), ya que f(t,r) = x para todo (t,r) € R?. En
este ejemplo, la pendiente cambia conforme va cambiando el valor de
la incognita x(t).

El campo de direcciones ilustra graficamente las pendientes de las rec-
tas tangentes. Concretamente, mediante un diagrama de flechas, nos muestra
las direcciones de las soluciones, en términos del valor de la pendiente de su
recta tangente. No solo tenemos informacién sobre la pendiente de la recta,
sino que también sabemos si x(t) crece o decrece, atendiendo al signo de
f(t,z(t)). En las figuras'” 1.1 y 1.2 se observan los campos de direcciones de
los ejemplos 1.4.1. La figura 1.2 muestra también el campo de vectores de la
ecuacion'® 2’ = 12 + 22,

Para conocer el campo de direcciones se suelen estudiar las isoclinas de
la ecuacién que son las curvas del plano en las que f toma el mismo valor'?.
Para cada c € R

{(t,x) e R*: f(t,z) =c}

es la isoclina de nivel c.
Ejercicio 1.4.1. ;Cdmo son las isoclinas de los ejemplos anteriores?

Como f(t*,z(t*)) es la pendiente de la recta tangente a la solucién z(t)
en el punto (t*, z(t*)), podemos escribir la recta tangente (en el plano (y,t))
como sigue

y=z(t")+ f({t",x(t"))(t —t7). (1.20)

ITPara obtener estas figuras se ha empleado la orden drawdf de Mazima. También
puedes utilizar la siguiente pagina web.

18, Sabrias esbozar esta figura sin ayuda de un programa informatico?

9La palabra isoclina procede del griego, de igual inclinacion.
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Figura 1.1: Campo de direcciones para las ecuaciones 2’ = 0 (izquierda) y
2’ =1 (derecha). En rojo se indica la solucién (para ambas ecuaciones) que
cumple z(0) = 1.

Anélogamente también podemos encontrar la recta normal en el punto (¢*, z(t*)),
st f(t", z(t*)) # 0:

1
GEA)

recordando que le pendiente de la recta normal es

y=alt) - (- 1), (1.21)
_—1
J(E*(t*))

Ejemplo 1.4.2. Para la ecuacion x' = x la recta tangente (1.20) es
y=at*)+ )t —t7) = Ke" + Ke' (t —t%).

En la primera igualdad hemos usado que f(t,x) = x y en la sequnda que las
soluciones de x’' = x son de la forma x(t) = Ke' con K una constante. Y la
recta normal (1.21) es

_t*

(t—t) = Ke" — 67(15 — ).

1.5. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Con lo aprendido hasta aqui deberia resultar sencillo pensar qué serd un
sistema de ecuaciones diferenciales. Entendemos por un sistema de ecuaciones
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Campo de direcciones Campo de direcciones
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Figura 1.2: Campo de direcciones para las ecuaciones z’ = z (izquierda) y
x' = t* 4+ 2% (derecha). En rojo se indica la solucién (para ambas ecuaciones)
que cumple z(0) = 1.

diferenciales a una coleccién de ecuaciones diferenciales en las que hay varias
incégnitas que se ven involucradas en los distintos términos de las citadas
ecuaciones.

Ejemplo 1.5.1.
¥ =y
y = -—u,
Las incognitas son las funciones llamadas x e y donde no se ha hecho men-
cion expresa a la variable independiente. Siguiendo la notacion empleada
hasta el momento podemos reescribir el sistema dejando explicita la variable

independiente:
#'(t) = y(t)

y't) = —=().
FEste sistema es un ejemplo de un sistema lineal de primer orden. Observamos

que este sistema se puede reducir a una ecuacton diferencial de sequndo orden
ya que

La reducciéon de un sistema de ecuaciones diferenciales a una ecuacién
diferencial de orden superior no es algo que se pueda hacer siempre; es una
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propiedad que ocurre en los sistemas diferenciales lineales, como es el ejemplo
anterior.

20

En general podriamos plantear un sistema” con n incognitas

Q?l<t), .CCQ(t), e ,Q?i(t), e .CCn(t)
que verifican la siguiente colecciéon de m ecuaciones
O (t,x1(t), xa(t), ... xn(t), 21 (t), 25(¢),. . .2 (t),...) =0 j=1,...,m.

En el ejemplo anterior n = m = 2. En lo que queda de seccién vamos a
trabajar con sistemas planos del tipo

{l”(t) f(t),y(1))
y'(t) = g(z(t),y(t)),

donde f,g: 2 C R* = IR son funciones continuas y € es un abierto de IR?.

(1.22)

Ejemplo 1.5.2.

(1.23)

{ ?'(t) = w(t)(a—by(t))
y'(t) = —y(t)(c — d(t)),

con a, b, ¢ y d constantes positivas. El sistema (1.23) es conocido como el
sistema de Lotka-Volterra, también llamado las ecuaciones presa-depredador.

En este sistema f(x,y) = z(a —by) y g(z,y) = —y(c — dx).

La poblacion presa es representada por x, mientras que y representa a la
depredadora. Si nos fijamos en la derivada de cada una, nos damos cuenta
rapidamente de esas asignaciones:

= [n la derivada de x vemos que si la poblacion representada por y no
estuviese, la ecuacion para x seria x' = ax, que sabemos que produ-
ciria un crecimiento exponencial de la poblacion representada por x.
Sin embargo, la presencia de la especie representada por y hace que la
deriwada de x disminuya y por tanto la poblacion representada por x se
ve perjudicada. Se entiende, por tanto, que x sea la poblacion presa.

20Pjensa en la definicién rigurosa de sistema y de solucién. Es decir, haz lo andlogo a lo
realizado en el caso de ecuaciones diferenciales.
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s Para la poblacion representada por y pasa lo contrario, si no estuviese
la poblacion presa se extinguiria, ya que y' = —cy. Sin embargo la
presencia de la poblacion presa la beneficia, ya que hace que su derivada
aumente, quizd evitando su extincion.

Un par de funciones (z(t),y(t)) definidas en un intervalo abierto I C IR
es una solucién del sistema (1.22) si verifica las ecuaciones que definen el
sistema.

Cuando se trabaja con sistemas es usual preguntarse por sus érbitas.

Definicién 1.5.1 (Orbitas de un sistema). Llamamos 6rbitas de un
sistema a los lugares geométricos que recorren las soluciones, es decir, si
(x(t),y(t)) es una solucién del sistema (1.22) su orbita es

Orbita = {(z(t),y(t)) : tel}.

Las orbitas son el lugar geométrico que recorren las curvas paramétricas
dadas por las soluciones (x(t), y(t)).

Ejemplo 1.5.3. Veamos como son las orbitas del sistema del ejemplo

1.5.1
{x’(t) = y(t)

y(t) = —a().

En esta asignatura aprenderemos a encontrar todas las soluciones de este
sistema. Por el momento, sélo sabemos comprobar®' que el par

x(t) = acos(t) + bsen(t)
y(t) = —asen(t) + bcos(t)

es solucion para cualesquiera a,b € R. Podemos reconocer que estas expre-
siones de x ey son las ecuaciones paramétricas de ciertas circunferencias®,
como se muestra en la figura 1.35.

Para determinar cémo son las érbitas de un sistema de la forma (1.22)
podemos pensar y como funcién de z, y(z), para cada instante t. Conocer
las derivadas de = e y, como funciones de ¢, nos puede ayudar mucho, ya

21Podrias comprobarlo como ejercicio.
22; Qué radio tienen?
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Orbitas
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Figura 1.3: Orbitas del sistema del ejemplo 1.5.1.

que empleando la regla de la cadena, encontramos la EDO que verifican las
orbitas del sistema:

dy(z(t))  dy(z(t)) dz(t)  dy(z(t))
ydt - ydm a ydx fe(®) y(e ().

Y por tanto, si suponemos que para todo t € I, f(x(t),y(x(t))) no se anula,
dy(z)
dx

podemos despejar la derivada de y con respecto a z,

d
dy(z) _ 47 _ g(xy)
= = ) (1.24)
dv  flz,y)  flz,y)
Ejemplo 1.5.4. Si aplicamos lo anterior al sistema del ejemplo 1.5.1,
encontramos la siguiente ecuacion diferencial:

y(z) = —, (1.25)
Yy
ya que f(z,y) =y y g(x,y) = —x. Por tanto la ecuacion diferencial (1.25)
tiene sentido siempre que y # 0.
Llamamos la atencion sobre el hecho de que esta notacion empleada no
es la que venimos usando hasta este momento. La variable independiente en
(1.25) es = y la incdgnita es y, que depende de x*3.

#Con nuestra notacién hasta esta seccién, la ecuacion serfa 2'(t) = 5.



28 1.5. Sistemas de ecuaciones diferenciales

St pasamos multiplicando y al término de la izquierda, llegamos a la ecua-
cion
y(@)y'(z) = -z,
Y podemos ver que el término de la izquierda es la derivada (con respecto a

x) de @ Luego integrando en ambos lados llegamos a la siguiente relacion
implicita entre y y x:

y? 22
o = ) + ¢ para c una constante no nula,

o equivalentemente, y* + 22 = C para C una constante no nula.
Tomando x € [—\/6, \/6] podemos despejar y en la relacion implicita
anterior y encontramos dos posibles soluciones (ramas)

yi(z) =vC —2% o y_(r)=-VC —2a2

Por tanto, resumiendo, para el sistema

hemos wisto que las soluciones (z(t),y(t)) son curvas paramétricas de la for-

" x(t) = acos(t) + bsen(t)

y(t) = —asen(t) + bcos(t),

verifican la ecuacion implicita

v + 2> =C para C una constante no nula
y puede expresarse y como funcion de x como sigue

yo(z) =vVC —a22 o y_(z)=—VC —2a2.

Vemos de dos formas distintas que las orbitas del sistema son las circunfe-
rencias centradas en el origen de coordenadas.

A la vista de las cuentas que hemos hecho para encontrar la derivada de
y como funcién de x (ver (1.24)) podemos hacer un par de comentarios.
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Comentario 1.5.1. 1. Notacion fisica. En fisica es frecuente llegar
a la ecuacién (1.24) haciendo el siguiente célculo:

dy dydt §  glx,y)

de  dtde < f(z,y)

dt

Esta cuenta parece mucho mas sencilla que la que hicimos mas arriba.
La notacién es mucho mas intuitiva y eficiente para llegar al resultado
final, pero ;entendemos lo que hacemos?:

» En todo la cuenta ;significan lo mismo las lineas horizontales?*?
= ;Se ve claramente que se estd usando la regla de la cadena?

= ;Qué se estd empleando en la pentltima igualdad?

2. Derivada de la inversa de una funciéon. Vemos que para llegar
a la ecuacion diferencial que describe las orbitas del sistema hemos
utilizado la derivada de la funcién inversa. Recordamos que una funcién
f € CY(I), con derivada no cero en su intervalo de definicién, tiene
inversa?. Si la llamamos ¢, estd definida en la imagen de f y ademés

su derivada es?0
1

N TE])

Justo es lo que se esta usando cuando se dice

dt

dr ez

Matematicamente escribiriamos:

?4]as que no aparecen en el signo =.

25Como la derivada de f no es cero, f es estrictamente creciente (si la derivada es
positiva) o decreciente (si la derivada es negativa). Por tanto f es inyectiva en su dominio
de definicién y por tanto biyectiva en su imagen.

26Por ser g inversa de f: z = f(g(z)) y por tanto derivando, 1 = f'(g(2))g’(z).
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1.6. Unos recordatorios tutiles: Teorema de la
funcién implicita. Derivacién implicita

Como hemos visto en el ejemplo 1.5.4, en muchas ocasiones, cuando se

intenta resolver una EDO se obtiene otra ecuacién implicita que muy proba-

blemente no se sepa resolver. En el ejemplo citado, el despeje ha sido sencillo,

pero no siempre es asi. Por tanto, debemos tener estrategias para garantizar

la existencia de solucién de ecuaciones implicitas del tipo F' (¢, z(t)) = 0, pa-

ra ciertas funciones F'. El Teorema de la Funcién Implicita (TFI) nos da esa
garantia.

Teorema 1.6.1 (Teorema de la Funcién Implicita (TFI)). Supongamos
F:QCR? = R de clase C'(Q), con Q un abierto. Si existe (ty, zo) € Q tal
que:

u F(t0,$o) =0 Yy
» 0, F(to, x0) # 0,

entonces existe una funcion v : I C IR — R de clase C'(I) definida en algin
intervalo abierto I que contiene al punto ty, to € I, y tal que:

1. l’(to) = X9-
2. (t,x(t) e Q Vtel.
3. F(t,z(t)) =0 Vtel.

Por tanto, x(t) es una solucion continua de la ecuacion implicita F(t, xz(t)) =
0 y ademds es la unica (definida en I) que pasa por el punto (to,xo), es decir,
la dnica que verifica x(ty) = xg.

Ejemplo 1.6.1. Volvamos a la ecuacién implicita y? + 2* = C, para C
una constante no nula.

Vamos a ver qué informacion nos da el (TFI), para ello la vamos a rees-
cribir empleando la notacion del teorema

2 +tP=C
y tenemos que encontrar F' en las hipotesis del teorema. Vemos que

F(t,z) =2*+1* - C,
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que es una funcién de clase C'(IR?)?7, y por tanto, tomamos = IR%.
Calculamos su parcial con respecto a x

0. F(t,x) =2z,

que es distinta de cero en todo R x (R — {0}). Para poder aplicar el (TFI) ne-
cesitamos encontrar (ty, xo) € R x (R—{0}) tal que F(ty,z9) = 0. Por ejem-
plo, tomando ty = 0 tenemos dos posibles elecciones de xo: v/C y —/C. Ele-
gimos, por ejemplo, o = V/C y entonces vemos que para (ty, o) = (0,v/C)
se cumple:

L] F(to,l’o) =0 Yy
L] axF(to,LEo) = 2\/6

Entonces, el (TFI) nos dice que existe un intervalo I de R, que contiene al
0, y una tunica funcion x: I CR — R de clase C*(I) y tal que:

1. 2(0) =VC.
2. (t,z(t) e R Vtel.
8. tP+zt)?=C Vtel.

Por tanto, lo que acabamos de ver es que el (TFI) garantiza la existencia de
una tnica solucion (para la ecuacién implicita t* + x> = C') en un entorno
de 0 y que cumple que x(0) = VC. La magnitud del intervalo no la sabemos
como consecuencia del (TFI).

Para concluir con este ejemplo, fijémonos en un detalle, observando la
figura 1.4. Para poder aplicar el teorema necesitamos encontrar un punto,
(to, o), de Q de forma que se cumpla la ecuacion, es decir, que F(to, xo) = 0.
Antes hemos elegido tg = 0, y consecuentemente xo solo tenia dos posibles
elecciones. Pero jqué habria ocurrido si hubiésemos cogido xo = 0, en cuyo
caso to podria ser v/C o —/C? En ambos casos, no habriamos podido aplicar
el (TFI) ya que la parcial con respecto a x se anula en esos puntos. Esto no
deberia sorprendernos, ya que ent =/C o —/C, se juntan las dos posibles
ramas y por tanto, en un entorno de eso puntos, x(t) no seria una funcion,
porque para un mismo valor de la variable independiente t tendriamos dos
valores de x.

27Es mucho més que de clase C.
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x(t)

rah'm
!

-vc

Figura 1.4: Grafica de la curva t? + 2% = C.

Si miramos con més atencién el (TFI) vemos que nos ofrece mas informa-
cion. Concretamente, bajo las hipétesis del teorema, y puesto que nos garan-
tiza la posibilidad de derivar z(t), podemos derivar de forma implicita la
ecuacién F(t,z(t)) = 0:

d

EF@’ z(t)) = O, F(t, z(t)) + 2'(t) 0. F (¢, z(t)) = 0. (1.26)
Como 0, F(to,z(ty)) # 0, podemos encontrar un entorno J que contiene a
to, de forma que 0,F(t,z(t)) # 0, para todo t € J. Asi podemos escribir en
forma normal la ecuacién diferencial anterior

OLF (t, x(t))

Y0 = =5 F ) (1.27)

Comentario 1.6.1. La igualdad (1.26) nos dice una cosa obvia, pero
interesante para entender lo que veremos en el Tema 3: a lo largo de la
solucién z(t) de la ecuacién (1.27) el funcional F(t,z(t)) es constante. Es
decir, F(t,z(t)) = F(to,xz(ty)), para cualquier ¢y, € I, donde I es el intervalo
de definicién de la solucién x(t).
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En el ejemplo que hemos estudiado antes: 3/(z) =
a lo largo de las soluciones

- .
s Se verifica que

%F(z,y(z)) =0, con F(z,y(x))= y(@) + %

y por tanto

2 2 2 2
y@)f 28 y(@o)® %

2 2 2 2
En el Tema 3 encontraremos las soluciones de ciertas ecuaciones diferencia-
les®® empleando esta técnica; encontrar funcionales que se mantienen cons-

tantes a lo largo de las soluciones de la EDO.

F(z,y(z)) = F(x0,y(70)), equivalentemente,

Ejemplo 1.6.2. Para la ecuacién t*> + 22 = C con C constante no
negativa, tenemos

(como era de esperar, ;no?).
Vamos a aplicar lo aprendido al siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.6.3. Consideramos la ecuacion implicita
o' 4+t =0,
que escribimos de la forma F(t,x) =0, con
F(t,x) = 2" 4o+t
Claramente F € C'(IR?). Calculamos la parcial de F' con respecto a x:
O, F(t,x) = 1012"° + 1,

que observamos que en todo R? es mayor que cero, en particular, no se anula
nunca. De este modo, si tomamos (to, o) = (0,0) vemos que podemos aplicar
el (TFI) y concluir que eziste una unica funcion x definida en un entorno de
cero de forma que F(t,z(t)) =0 y ademds

1

/
) . —
P =~ o1 71

28Fcuaciones exactas
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¢Podemos pensar cudl es el dominio mazimal de definicion de x(t)? Para
responder a esta prequnta vamos a estudiar las siquientes funciones:

Dadot € R, fi(x):=a"" + 2+t

Estas funciones son estrictamente crecientes en R, ya que f}(z) := 1012100+
1 >0 y ademds

lim fi(z) =—0c0 y lim fi(x) = 0,
T——00 T—00
luego por el teorema de Bolzano eziste un inico x(t) tal que fi(x(t)) = 0. Por
tanto, el dominio mazimal de x es R y el (TFI) nos garantiza que x € C*(IR).

Comentario 1.6.2. En este caso concreto, del ejemplo anterior, pa-
ra probar que para cada t existe una unica x(t) que satisface la ecuacién
implicita también podrfamos haber usado que la funcién t(x) = —2'% — z
es biyectiva en IR y por tanto tiene inversa, y es la funcién x(t) buscada. Y
dado que t € C'(R) y su derivada no se anula también podriamos justificar
que z(t) es C'(IR) sin necesidad de usar el Teorema de la Funcién Implicita.

La derivacion implicita tiene muchas aplicaciones, podemos senalar dos en
relacién a los contenidos de esta asignatura, que puedes estudiar con detalle
consultado [4]:

= ;Cémo construir una ecuacion diferencial conociendo una familia de
soluciones?

= Problemas geométricos: curvas ortogonales a una familia de curvas.



Tema 2

Métodos elementales de
integracion I: Cambios de
variables

En este segundo tema vamos a seguir el siguiente esquema:
1. Introduccion:

= ; Qué entendemos por métodos elementales de integracion?

= ;Para qué los cambios de variables?
2. Recordatorio: Teorema Fundamental del Célculo
3. Cambios de variables
4. Ecuaciones de variables separadas
5. Ecuaciones homogéneas
6. Ecuaciones reducibles a homogéneas
7. Ecuacién lineal
8. Ecuacion de Riccati

9. ;Qué son ecuaciones invariantes?

35
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2.1. Introducciéon

Llamamos métodos elementales de integracién a las diferentes estrategias
que se siguen para encontrar las soluciones de ciertas familias de ecuaciones
diferenciales. Hemos dividido en dos temas distintos los métodos de integra-
cién que vamos a estudiar en esta asignatura.

En este primer tema estudiaremos familias de EDO que se pueden resolver
conociendo dos técnicas:

s El célculo de primitivas.
s Cambios de variables.

En el tema siguiente completaremos estos métodos elementales estudiando
ecuaciones diferenciales para las que ciertas cantidades se conservan a lo largo
de sus soluciones.

La unidad del tema que empezamos aqui la da el cambio de variable.
Veremos como mediante cambios de variables apropiados, la resoluciéon de
ciertas ecuaciones se pueden reducir al calculo de primitivas.

., Qué es un cambio de variables? ; Cémo nos sirven para transformar una
ecuacion en otra? Veamos un ejemplo que nos ayude a entender mejor las
respuestas a estas preguntas.

Ejemplo 2.1.1. La ecuacion
Z'(t)==x(t) — 1 (2.1)

sabemos que es una ecuacion autonoma que se parece a otra que ya hemos
estudiado (x'(t) = x(t)), pero con un término —1 adicional. Vamos a ver
como mediante un cambio de variable podemos pasar de una a otra. Para
ello consideremos el cambio de incognita:

y(t) = x(t) — 1. (2.2)

La derivada de y es
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y llegamos asi a la ecuacion que conocemos'. Sabemos® que las soluciones de
la ecuacion y'(t) = y(t) son de la forma y(t) = ke' con k € R. Por tanto,
todas® las soluciones de la ecuacién (2.2) son de la forma

z(t)=yt)+1=ke'+1 conkeR?

2.2. Recordatorio: Teorema Fundamental del
Calculo

El célculo de primitivas y el Teorema Fundamental del Céalculo (TFC)
nos permiten resolver ecuaciones del tipo

2'(t) = p(t) con p una funcién continua. (2.3)

Recordemos el Teorema Fundamental del Célculo (TFC) (ver, por ejemplo,
[6] para su demostracién).

Teorema 2.2.1 (Teorema Fundamental del Céalculo (TFC)). Si consi-
deramos p una funcion continua definida sobre un intervalo I que contenga
aty (to€ 1), p:1— R, entonces

es una funcién de clase C*(I) tal que P'(t) = p(t) para todo t € I.

La ecuacién es z'(t) = x(t) sélo que le hemos cambiado el nombre a la incégnita.
2Si no lo sabemos, o no lo recordamos, lo podemos comprobar rdpidamente. Suponga-
mos que y(t) es una solucién de la ecuacién y'(t) = y(t). Entonces

(y(t)e™) =y (e " —y(t)e " = y(t)e " —y(t)e " =0.

Luego y(t)e~* = k siendo k una constante. Y por tanto, acabamos de probar que todas
las soluciones son de la forma y(t) = ke’ con k € R.

3;Por qué son todas?

4Veremos més adelante que todas las soluciones de las ecuaciones lineales tienen esta
misma estructura: solucién general de la ecuacion homogénea+una soluciéon particular de
la ecuacién completa. En este caso la ecuacién homogénea es 2'(t) = x(¢) y su solucién
general sabemos que es z(t) = ket, con k € R. La funcién constantemente 1 es una solucién
particular de la ecuacién general (2/(t) = x(¢) + 1).
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Este teorema lo que nos dice es que toda funcién continua tiene una
primitiva. Y nos ayuda a resolver la familia de ecuaciones de la forma (2.3).
Todas sus soluciones son de la forma

t

x(t) = / p(s) ds+c¢ conce R.
to

Son todas las soluciones de esta forma porque todas las primitivas de p son

de esa forma, o si se quiere, porque, si z es una solucién de (2.3), entonces

(x(t) = / p(s) ds)' = 2'(t) — p(t) = p(t) — p(t) = 0

to

y por tanto
t
x(t) —/ p(s) ds=c¢ con c € R.

to
Vamos a ver que para ciertas familias de ecuaciones, haciendo los cambios de
variables oportunos, podremos reducirnos a ecuaciones del tipo (2.3).

2.3. Cambios de variables

En el ejemplo 2.1.1 hemos visto un caso sencillo de cambio de variables.
Hemos pasado de una ecuacién a otra, de forma que hay una relacion bi-
univoca entre las soluciones de ambas ecuaciones.

Los cambios de variables nos permiten pasar de una ecuacion

2'(t) = f(t,z(t)), f:DcCR?®—=R, (2.4)

a otra ecuacién

A

y'(s) = f(s,y(s)), f:DcCR>-R, (2.5)

de forma que las soluciones de (2.4) se transforman en soluciones de (2.5) y
viceversa, es decir, ambas ecuaciones son equivalentes.

En el ejemplo 2.1.1 s6lo hemos cambiando la variable que representa a
la incégnita (hemos cambiando x por y = = — 1), mientras que la variable
independiente ¢ no se ha visto modificada por el cambio. En ese ejemplo
flt,x) =z -1y f(s,y) = gy. Veamos ahora un ejemplo de un cambio en
ambas variables.
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Ejemplo 2.3.1. Consideramos la ecuacion

ZU/ — 62t+x(t

—.T)
y el cambio
s=2t+2x y y=t—u.

Queremos encontrar su ecuacion (2.5) asociada. Para ello debemos determi-
nar y'(s). Y esto podemos hacerlo empleando la regla de la cadena y consi-
derando s como funcion de t:

Cy(s(0) = Cu(s()s' (1),

por tanto si §'(t) # 0, y quitando la dependencia en t de s, obtenemos:

d _d 1 1-2(t) 1—e*(t—a) 1—e€y .
s/ T B S T e T v e —a)  2rey 1Y)

En general, emplearemos cambios de variables del tipo:

0= (p1,2) Q= Q con o(t,x) = (pi(t,2), e2(t, 7)) = (5,9), (2.6)

donde €2 y () son abiertos conexos de IR? y ¢ es un difeomorfismo® de clase
C1, es decir, ¢ € CY(Q) y tiene inversa ¥ : Q — Q también de clase C*,
v e CHQ).

Para que el cambio sea compatible o admisible con la ecuacién (2.4) ne-
cesitamos que:

«» DCQyDCQ

» §'(t) # 0 para todo t € I (siendo [ el intervalo de definicién de la
solucién).

En el ejemplo 2.1.1 hemos considerado

{wl(t,x) = t

po(t,z) = = —1,

5Para probar que es un difeomorfismo basta probar que es diferenciable, inyectiva y que
el determinante de la matriz Jacobiana es distinto de cero, de este modo, serd biyectiva
en su imagen y su inversa serda también diferenciable.
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s = t
Yy = ..'13'—1,

que claramente® es un difeomorfismo de R? en IR?.
En el ejemplo 2.3.1 hemos considerado el cambio en ambas variables:

es decir,

0= (p1,02) : Q= Q

con

So(tax) = (Spl(tvx)?QOQ(t?x)) = (Say)a s=2t+x y y=t—ux.

Vemos que en este caso el cambio es un difeomorfismo en todo IR?. Sin em-
bargo para que se cumpla la condicién §'(t) # 0, que nos permite obtener
la ecuacién asociada con dicho cambio, debemos restringir el dominio de
definicién.

Para estudiar en profundidad los cambios de variables (2.6), que permiten
pasar de la ecuacion (2.4) a la ecuacién (2.5), podéis leer el apéndice A.

2.4. Ecuaciones de variables separadas

Las ecuaciones de variables separadas son de la forma

2'(t) = p(t)q(x), (2.7)

dondep: I — IRyq:J — IR son funciones continuas, definidas en intervalos
abiertos de RR.

Ejemplo 2.4.1. 2'(t) = te*™. Es una ecuacion del tipo (2.7) tomando
p(t) =t yq(x) = e”, definidas ambas en RR.

Ejercicio 2.4.1. Determina ® para que la ecuacion (2.7) se escriba de
la forma (1.16).

. Cémo se resuelven las ecuaciones del tipo (2.7)7 Formalmente si supo-
nemos que ¢(x) no se anula podemos dividir a la izquierda y a la derecha de
la ecuacién (2.7) por g(x) y obtenemos

q(—((?)) (1), 2.8)

6Podrias comprobarlo ficilmente.
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que es una ecuacién que se parece a las del tipo (2.3). Se parecen porque
la parte de la derecha de (2.8) es una funcién continua que depende sélo
de la variable independiente ¢, pero no de la incégnita de la ecuacion. Por
lo que podemos integrarla en t y la parte de la izquierda también podemos

integrarla en ¢ @
x'(t 1
[ ey = 7

En la integral, hemos hecho el cambio de variable z = z(t) (y por tanto’

dz = 2/(t)dt). Luego llegamos a que las primitivas de ﬁ tienen que ser

iguales a las primitivas de p(t) y de este modo hemos integrado la ecuacién
(2.7). Vedmoslo en el ejemplo anterior:

Ejemplo 2.4.2. En el caso de la ecuacion '(t) = te*®, q(x) = e no
se anula nunca, luego tiene sentido hacer la cuenta de arriba

"(t ‘(¢ 1 t?
YO o [T - (g [ [tars e 2L
ex(t) ex(t) ez 2

Llegamos de este modo a que® z(t) = —log(c — %)

{Cémo podemos ver este proceso, para resolver las ecuaciones
de variables separadas, como un ejemplo de los cambios de variables
estudiados en la secciéon anterior?

Volvamos de nuevo a la ecuacién de variables separadas (2.7) y suponga-
mos que ¢ no se anula en J. Consideremos como nueva incognita

z(t) q

y(t) = / —— dz para z( un valor fijo en J (2.9)
w0 4(2)

y nos preguntamos qué ecuacién diferencial satisface y. Para ello derivamos

con respecto a la variable ¢, obteniendo

1 pt)q(x(t))
/ /
y(t) =a'(t) = = p(t).
q(z(t))  q(x(t)
Por tanto, haciendo el cambio (2.9) hemos pasado de la ecuacién (2.7) a la
ecuacion (2.3) que sabemos resolver empleando el (TFC). En la seccién A.1

"Aqui estamos escribiendo simbdlicamente el cambio de variable, podrias repasar lo
aprendido en los cursos de Anaélisis.
8; Cudl es el intervalo de definicién de las soluciones?.
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del apéndice puedes estudiar las hipdtesis necesarias para que tenga sentido
el cambio propuesto (2.9).

En resumen, mediante este cambio de variables hemos pasado de la ecua-
cién

' = p(t)g(x) ala ecuacién equivalente y' = p(s).
Aplicando lo visto en la seccién 2.2 concluimos que
y(s) :/ p(z)dz+C, spel, CeR,
S0

y por tanto,

)=o) =0 ( [ p() dz at

50

con ¢(z) := [ ﬁ dz y C tal que fsto p(z) dz + C € J := ¢(J), para todo
tel

Analizamos el cambio volviendo sobre el ejemplo 2.4.2:

Ejemplo 2.4.3.
= te”.

En este caso:

w g(z)=€e"yJ=R.

T 1 T
» Para zp € R, ¢(z) = / —— dz = / e dz=e" —e ", definida
zo 4(2) %0

en J, es decir, en IR y consecuentemente, SU 1magen es J = (—00,e7%0)
y ¢ Hy) = —log (e7® —vy), definida en J.
s Las soluciones de la ecuacion iy’ = s son de la forma

2

y(s)z%—i—C’ C eRR.

= Utilizando el cambio de variables, llegamos a que las soluciones de la
ecuacion x' = te* son de la forma

w(t)=¢ ! <§ +(J) = —log <e_$° - (g +(J)> :
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es decir, las soluciones son de la forma x(t) = —log (C’ — %), para
CeR, °

Es importante que notemos que en este tipo de ecuaciones (de variables
separadas) las soluciones constantes son ceros de la funcién ¢. Por ejemplo,
vamos a buscar las soluciones de la ecuacion logistica que estd en esa situa-
cion.

Ejemplo 2.4.4 (La ecuacién logistica). Recordamos del tema anterior
la ecuacion logistica (1.13):

P’(t)er(t)( —y) r K > 0.

En este caso q(x) = Ta:( — %) definida en todo R y nula en x = 0 y
x = K. Esos valores en los que sea anula g son las soluciones constantes de
la ecuacion logistica, es decir, P(t) = 0 para todo t y P(t) = K para todo t

son soluciones de la ecuacion.

iAlerta! 2.4.1. Al aplicar el método de separacion de variables debemos
tener cuidado porque podemos perder soluciones constantes de la ecuacion,
ya que son ceros de la funcion q. Podemos observar que esto es lo que ocurre
con la ecuacion

2’ (t) = ta*/3,

St aplicamos la técnica de separar las variables encontramos las soluciones

2 ’
x(t)z(E—i—C), con CeR,

que no incluyen a la solucidn constante x(t) = 0.9

Ejercicio 2.4.2. Encuentra todas las soluciones de la ecuacion logistica.
Solucién.
Vamos a trabajar con la notacién x(t), es decir, vamos a considerar la ecua-
cion
z(t)

2'(t) = ra(t) (1 - 7) , K >0

9;Por qué C > 0?
= t2?/3

/
10; Tiene el problema de valores iniciales (PVT) { i ((()t)) — 0 solucién tnica?
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Y vamos a suponer que estamos en el caso en el que la parte de la derecha de
la ecuacién no se anula, es decir, vamos a considerar soluciones que no sean
constantes!! y de este modo podemos dividir como sigue:

o equivalentemente

Integrando, tenemos

z'(t) _ [
/ FOICE O

es decir,

1 r

Basta recordar como se hace la integral de la derecha:

[rw=ae= ] Grama) x| Gra=s)»

donde la descomposicién en funciones elementales se hace determinando'? A
y B en R tal que
1=A(K —z)+Bx VYzecR.

Por tanto,

1 1 1 || Cy
———dr = — (I — log(|K — C. —1
[ = o = g torlel) — tos(1i — ) + ) = o )+ 2
Igualando las dos integrales llegamos a

7] Cy 7
log(’K_ | +K Kt+01

I Analizando el campo de direcciones, como hicimos en el tema anterior, podemos con-
vencernos de que las soluciones no se cortan, es decir, que si en un instante la solucién no
es ni cero ni K, en todo su intervalo de definicién no tomaré dichos valores.

12Como debe ser para todo = € IR en particular se debe cumplir para z =0y = = K,
de donde fcilmente se obtiene que A = B = +.
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Simplificando y unificando constantes obtenemos

||
1 — | =1t
og<|K_$| rt+C

y por tanto

|K|.T‘ ‘ _ €Tt+c _ Cert’ con ¢ > O (210)
— X

Para poder quitar los valores absolutos tenemos que distinguir casos:
m Caso 1: 0 < x < K.

En este caso (2.10) queda
x

=ce
K—=x ’
expresion de la que podemos, finalmente, despejar x(t)
cKe"
z(t) = ——.
®) 14 cemt
Si la constante ¢ la escribimos en términos del dato inicial z(0) = x¢ €
(0,K): ¢ = Ko, encontramos la solucion del problema de valores
iniciales:
xo Ke zo K
2(t) = 0 — 0 (2.11)

K —xo+z0e™  xo+ (K —x9) e

Observamos que en este caso el dominio de definicién de la solucién es
todo R, ya que el demoninador en (2.11) no se anula nunca.

= Caso 2: K < z. En este caso (2.10) queda

z rt
K ce' ”,
y despejando x:
cKe't
x(t) = ol 1
En este caso encontramos ¢ = zo"”_o 7 YV por tanto
a(t) = — DK Lo K (2.12)

K —xo+ xe™ x4+ (K —20) et

Vemos que obtenemos la misma expresiéon que en (2.11), pero en este
caso K —xy < 0y por tanto el dominio de definicién no es todo IR sino

)

o

el intervalo (—% log (xo



46 2.5. Ecuaciones homogéneas

s Caso 3: x < 0. En este caso el modelo no tiene sentido bioldgico, si x
describe el nimero de miembros de una poblacién, pero si puede tener
sentido matematico.

Si z < 0, escribimos (2.10) como sigue

Zz rt
= ce
r— K ’
y despejando x:
t) cKemt
x(t) = ———.
cert —1
En este caso encontramos también que ¢ = xox_o = Y por tanto
xo Ke™ o K
x(t) = 0 = 0 (2.13)

K — To + xoe” To + (K — Io) e~rt’

Vemos que obtenemos la misma expresion que en (2.11) y en (2.12),

pero ahora g < 0y K —xy > 0 y por tanto el dominio de definicién

no es todo IR, sino que es el intervalo (—oo, —Llog ( L ))

r ro—K

g

Ejercicio 2.4.3. Encuentra las soluciones de la ecuacion x' = t(z — 1).
() = tlx—1)

¢ Tiene el problema de valores iniciales (PVTI) solu-

cion unica?

2.5. Ecuaciones homogéneas

Las ecuaciones homogéneas son de la forma

2'(t) = h (@) : (2.14)

t
donde h : (o, f) — R es una funcién continua, con —oo < o < ff < 00.

Ejemplo 2.5.1. 2’ = (%)2+1, en este caso h(z) = 22+ 1 y estd definida
en todo IR.
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Bt

Figura 2.1: Dominios de definicién de la funcién f(¢,z) := h (%).

La funcién f(t,z) := h (%) tiene dos posibles dominos de definicién (ver
la figura 2.1)

Dt ={(t,z) e R*: t >0, a<%<ﬁ}

D™ ={(t,7) e R*: t <0, a<%<ﬁ}.

Para este tipo de ecuaciones consideramos el cambio

(no hacemos ningtin cambio en la variable ¢, por lo que el cambio es compa-
tible en los dominios considerados). Y encontramos la ecuacién asociada:

12 12 t ’
que es una ecuacién de variables separadas que sabemos resolver, por lo visto
en la seccién anterior.

Ejemplo 2.5.2. Para el ejemplo 2.7.1 el cambio traduce la ecuacion

= (%)2 +1 en'

Pt—x  yPP-y+1

13, Sabrias resolver la ecuacién para y?
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Ejemplo 2.5.3 (Cociente de polinomios homogéneos). Dentro de esta
familia de ecuaciones estdn las ecuaciones de la forma

P(t, x(t
wﬁ):_LﬁiD7 (2.15)
Qt,x(t))
con P y Q) polinomios homogéneos del mismo grado. Por ejemplo, la ecuacion
, r—1
t) =
z(t) T+t

podemos escribirla de forma homogénea como sigue, suponiendo que t es

distinto de cero: s _ 1
0]

con h(y) = L2 definida en (—oo, —1) 0 en (—1,00).

= m
Supongamos que queremos resolver el problema de valores iniciales:
T —1
x(t ,
@vnd 0=
r(—-1) = -1.

Eso significa que si hacemos el cambio y = % tendriamos la condicion inicial
y(—1) = =3 =1, luego consideremos h definida en (—1,00). Por tanto, el
cambio de variable (s =t ey = 7) lo hacemos en

§r‘::{@,x)e]R?:t<:0,—J_< %}.

Y transforma la ecuacion en

—1
th(y) —ty  h(y) —y = — y?+1
y'(t)z ( ) _ ( ) _ y+1 _

12 t t tly+1)

que es una ecuacion de variables separadas, que podemos resolver.

yy+1 1
Yo n

1 1
/yy+ ﬁ:—/—ﬁ.
y?+1 t

luego
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Analizamos cada integral por separado y llegamos a:

yy+1 y+1 / Y / 1
/yy2+1 /y2+1 Y y>+1 v 21

1
3 log(y* + 1) + arctg(y) + Cy

1

Por tanto, llegamos a la siguiente ecuacion implicita para y:

1
5 log(y* + 1) + arctg(y) = —log(|t]) + C.

Podemos determinar C' imponiendo la condicion inicial y(—1) = 1:
1
5 log(2) + arctg(l) = C,

luego

C =log(V2) + g

Y volviendo a nuestras variables originales, x y t llegamos** a

log(vx? 4 t2) + arctg (%) = log(V/2) + %

Ejercicio 2.5.1. Escribe la siguiente ecuacion en la forma homogénea
(2.14)
. 22 + ya? + y°
y'(x) = 5 R
Ty* + 8x°y

2.6. Ecuaciones reducibles a homogéneas

Las ecuaciones reducibles a homogéneas son de la forma

s ax(t) + bt +c
v(t)=h (Ax(t)+Bt+C)’ (2.16)

donde h : J — IR es una funcién continua definida en un intervalo abierto de
Rya,b, c, A B, C €R valores dados.

M Compruébalo.
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Ejercicio 2.6.1. ;Quién es la [ asociada a la ecuacion (2.16)? ;Cudl
es su dominio de definicion?

Para estas ecuaciones podemos hacer un cambio de variables de forma
que se traducen en una ecuacién homogénea!®. Concretamente el cambio es

de la forma
s= t+¢&
y= =+,

donde £ y 1 son constantes que debemos elegir convenientemente, en funcion
de las constantes a, b, ¢, A, B 'y C, como vemos a continuacién. La ecuacion
(2.16) se transforma en

Ll (e ),

y/<3)_£§_T Aly—n)+ B(s—¢&) +C

es decir,

bs — bé —
J(s) = b (W Ebs (an +b6—c)
Ay + Bs — (An+ B¢ — C)
De este modo, observamos que si escogemos £ y 1 de forma que son solucion
del siguiente sistema:

: an+ b =c
Sistema,, ¢ An+ BE = C

J(s) = h (@y_+b8) |
Ay + Bs
que es una ecuacién homogénea, que sabemos resolver.

La pregunta natural es: jel sistema, . tiene una tnica solucién?
sabemos que eso es asi cuando el sistema es compatible determinado, es decir,
si el determinante de la matriz de coeficiente es distinto de cero: | 4 5| # 0.

Si el determinante anterior es cero significa que (a,b) y (A4, B) son vectores

linealmente dependientes, es decir, existe A € R tal que (A, B) = A(a,b) y
por tanto la ecuacién (2.16) se escribe como sigue

ron ar + bt + ¢
(1) _h()\(ax—l—bt)—i-C)

5Como era de esperar con el nombre que le hemos puesto a las ecuaciones ;no?

obtenemos la ecuacidn:
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que haciendo el cambio y = ax + bt llegamos a la ecuacion

N ytc
y(t)—ah(/\y+c)+b,

que es una ecuacion de variables separadas.

Ejercicio 2.6.2. Demuestra que la ecuacion

, T+t+3
r=—
t—x+2

se puede transformar mediante varios cambios de variables en la ecuacion de
variables separadas:
2
/ y +1
y(s) = ———-
s(1—y)

2.7. Ecuacion lineal

La familia de ecuaciones lineales tiene la forma siguiente
2'(t) = a(t)x(t) + b(t), (2.17)

con a,b: I — R funciones continuas definidas en un intervalo abierto de RR.
Si la funcién b es cero decimos que la ecuaciéon (2.17) es homogénea.

2.7.1. Ecuacién lineal homogénea

Una ecuacién lineal homogénea:

() = a(t)x(t),

en particular es una ecuacién de variables separadas, por tanto sabemos
resolverla. Siguiendo los pasos dados en la seccién 2.4, encontramos todas las
soluciones de la ecuaciéon homogénea:

Z’(t) _ K@ftto a(s)ds7

tomando tg € I y K € IR. Al escribir las soluciones de esta forma es facil
determinar K en términos de un valor conocido de la solucion. Es decir, si
se plantea un problema de valores iniciales

BVI) { o) = ale(t)

(to) = o,
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t
.y d . .
su solucién es: z(t) = xgeffo a(9)ds Gin embargo, si lo que queremos es resolver
la ecuacién, es mas rapido buscar una primitiva cualquiera de a(t) y escribir
las soluciones como z(t) = Kel ®0% con K € R.

Ejemplo 2.7.1. 2/ = (t+ 1)z, en este caso a(t) = t+ 1 definida en todo

Ry
t 12 2 t2 2
2(t) = Kelo % = eati=3t0 = [em3 T H,
La solucion del PVI
() = (t+ 1)x(t)

(PVI) { 1(2) = 8
22

2 t2 . .,
es x(t) = 8e 2 2e2t = Be~lezt. En este ejemplo también se pueden
determinar todas las solucitones de la ecuacion:

z(t) = Kel Wit — K6§+t, K eR,
y después determinar K para que verifique la condicion dada:
22
8= Kez 1 = K¢

y por tanto K = e%, llegando de este modo a la misma solucion del problema
de valores iniciales.

2.7.2. Ecuacién lineal completa
Vamos a presentar tres formas de resolver la ecuaciéon lineal completa:

» Método de variacién de constantes.
» Cambio de variable.

= Cambio de variables de la ecuacién de Riccati, que veremos en la seccién
siguiente.

Por supuesto, de las tres formas se obtendran las mismas soluciones. Ade-
lantandonos a lo que veremos en el Tema 4 observaremos que las soluciones
de la ecuacién lineal completa siguen esta estructura:

Soluciones de la parte homogénea + Una solucion particular de la ecua-
cion lineal completa'®.

16Seria bonito que recorddramos esto cuando estudiemos el Tema 4.
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Método de variacion de constantes

Para resolver la ecuacién lineal completa (2.17), es decir, no homogénea,
se suele emplear el método conocido como variacion de constantes, que
se puede entender también como un cambio de variable como veremos mas
adelante.

La idea del método de variaciéon de constantes es la siguiente: buscar
soluciones de la ecuacién lineal completa (2.17) con la “forma” de las so-
luciones de la ecuacién homogénea. Concretamente, se busca una funcién
K(t) € CY(I) de forma que la funcién

2(t) = K(t)elo ®®% (2.18)

sea solucién de la ecuacién (2.17). Se entiende el nombre del método, si
pensamos que “la constante K de la solucion homogénea va variando”, ya
que es una funcion.

Para que la funcién z(t) dada por la expresién (2.18) sea solucién de la
ecuacién lineal completa (2.17) debe cumplirse!” lo siguiente:

K (1)edo ®O% 1 q(0) K (1)edio “O% = a(1) K (1)elio “O% 4 p(1),
es decir,
K,(t)eftt() a(S)dS — b(t),

o equivalentemente,
K'(t) = e Jo ®©p(p),

Lo que significa'®

t
K(t) = / e I D5y ds + K, Ky € R

to

Por tanto, sustituyendo el valor de la funcién K, encontramos que (2.18) se

t t t
1"Usamos que 2/(t) = K'(t)efto als)ds | a(t)K(t)ef‘o A=) v que x(t) = K(t)efto a(s)ds
deben verificar la ecuacién (2.17).
8Observamos que como a y b son funciones continuas, utilizando el Teorema Funda-
t
mental del Célculo, sabemos que e Jio a(s)dsb(t) es una funcién derivable en su intervalo
de definicion.
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escribe de la siguiente forma!?:

t t
x(t) = / el @@ d= () ds 4 Ky edio “P) % (2.19)

to

Ejercicio 2.7.1. Comprueba derivando que

K t
{ﬂ(t) :/ efs a(z)dz b(S) dS+K0 eftoa(z)dz

to

es solucion de la ecuacion lineal 2'(t) = a(t)xz(t) + b(t). sSon estas todas las
soluciones?

Comentario 2.7.1. = Estas férmulas no hay que memorizarlas, lo
interesante es entender el proceso y saber aplicarlo en cada caso.

» Expresar la solucién general de la ecuacién (ver (2.19)) en términos de
tg, un valor cualquiera del intervalo de definicién de la solucion, permite
encontrar de forma sencilla la solucién del problema de valores iniciales
con condicién en t,. Basta elegir Ky = xo := z(ty).

= En el tema 4 veremos que los sistemas lineales se resuelven encontran-
do las soluciones del sistema homogéneo y una solucién particular de
la ecuacién completa. La expresion (2.19) sigue esa misma idea ya

t
Ky elio @42 para Ko € R son todas las soluciones de la parte ho-
mogénea y ftto els alz) dz b(s) ds puedes comprobar que es una solucién
particular de la ecuaciéon completa.

Ejemplo 2.7.2. 2/(t) = (t + 1)x(t) + €', para esta ecuacion a(t) =t +1
y b(t) = €.

9Para llegar a esta expresién hemos usado que K(t) = f:o e o a(Z)de(s) ds+ Ko. Y
por tanto,

x(t) = (ftto e~ Ji a(z) dzb(s) ds + K()) eftto a(z) dz
= ftto ¢ i o214z Jiy a(2) d2 b(s)ds + Ko eJio ()4

20Gerfa bonito que nos acorddsemos de que ese proceso ya lo hicimos para la ecuacién
lineal aqui.
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Vamos a comenzar resolviendo la homogénea ' = (t + 1)z, que ya lo
hicimos en el ejemplo 2.7.1

i3 2
2(t) = Ke 2 ez,

Para encontrar todas las soluciones de la ecuacion completa vamos a buscar
todas las soluciones de la forma siquiente®!

o(t) = K(t)e's .

Derivamos esa expresion e imponemos que es solucion de la ecuacion, para
determinar todas las posibles funciones K :

t2 t2 t2
Kter™"+(t+ 1)Kt ez = (t+1)K(t)ez T + €,
por tanto
2
K'(t)ezt = ¢,
finalmente integrado encontramos todas las posibles funciones K
t t
K(t) = / e 2 % ds+ Ky = / e 2 ds+ K.
to to
Luego todas las soluciones de la ecuacion son de la forma

b2 t2 2 b2 2
x(t) = (/ ez ds+ KO) ezt = €2+t/ e~ 2 ds+ Kpez 1.
to

to

Cambio de variable

Podemos plantear un cambio de variable para encontrar las soluciones de
la ecuacién lineal completa (2.17). El cambio es el siguiente:

y = K(t)z,

que vemos que es sélo en la variable x y donde elegimos K € C1(I) para
pasar la ecuacion lineal completa a una ecuacién en la que la parte de la

2INo vamos a arrastrar la dependencia en ty ya que estara incluida en la constante que
encontremos.
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derecha sélo dependa de una funcién de ¢, es decir, sea independiente de x.
Veamos la ecuacién que cumple y:

y(t) = K'(t)z(t) + K()a'(t) = K'(D)x(t) + K (t)a(t)x(t) + K(£)b(2),

es decir,
y'(t) = (K'(t) + K(t)a(t)) x(t) + K(t)b(t).

Elegimos K tal que
K'(t) 4+ K(t)a(t) = 0.

De este modo:

y por tanto
t
)= [ K(b(e) d=+ o
to

y deshaciendo el cambio
y(t)
t) = L.

Para encontrar la expresion de x nos falta solo encontrar K, que la obtenemos
resolviendo la ecuacion lineal:

K'(t) + K(t)a(t) = 0,
Sabemos que sus soluciones son de la forma
K(t) = Koe~ Jig a(2) dz.
De este modo, las soluciones de la ecuacion lineal completa son de la forma

— (7 a(w) dw
= 20 LI 0 i
K@) Koo I & ’

y simplificando, encontramos nuevamente la férmula (2.19),

! ¢
;L’(t) :/ efz a(w) dwb<z> dZ—l—ZCgefth(Z) dz.

to
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2.8. Ecuacion de Riccati

Las ecuaciones de Riccati generalizan a las ecuaciones lineales®® ya que
incluyen un término cuadratico, concretamente tienen la siguiente forma:

2'(t) = a(t)z(t)® + b(t)z(t) + c(t), (2.20)
con a, b, ¢: I — IR funciones continuas definidas en un intervalo abierto I.

Ejemplo 2.8.1. 2/ = e'2? + tx + 2 es una ecuacién de Riccati tomando
a(t) = €', b(t) =t y c(t) = 2, que son todas funciones continuas definidas en

R.

Para resolver esta familia de ecuaciones es necesario conocer previamente
una solucién particular de la ecuacién. Suponemos entonces que conocemos
una solucién particular f(¢) definida en un intervalo J C I. Y consideramos
el siguiente cambio de variables

T

definido en dos posibles dominios:

Di={(t,x)eR*: teJ z—f(t)>0}={(t,z) eR*: te J x> f(t)}
y

D_={(t,x)eR*: teJ o—f(t)<0}={(t,a) eR*: te J z<f(t)}.

Con este cambio la ecuacién (2.20) se transforma en la siguiente ecuacién
para ¥, que escribimos en términos de t, ya que s = t:

—2'(t) + f'(t) _ —ax® —br —c+ f'(t)
(z — f(t) (x — f(1))?

Usando que f es solucién de (2.20) obtenemos

y'(t) =

) () = —ax® —br —c+ (af* +bf +c¢) _ a(f? —2*) +b(f —x)
(z — f(t) (z — f(1))?

22Gi a(t) es cero la ecuacién (2.20) es una ecuacién lineal (ver (2.17)).
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Para encontrar la ecuacién diferencial para y podemos escribir x en funcion
dey (x=f+ i) o darnos cuenta de que

2ot =(f -2 x)=(f—-= g —x !
g = (f=a)(f ) = (=044 7) = )(2f+y)

Y asi
a(f —x) (2f—i—§>+b(f—x)
(x— f)?

que escrita en términos de y = x%f(t) es la ecuacién lineal siguiente

y'(t) =

y'(t) = —a(t) — (2a(t) f(t) + b(2))y(t).

Ejemplo 2.8.2. z/(t) = e'z® + x, donde a(t) = €', b(t) = 1 y c(t) = 0.
Para encontrar todas las soluciones de esta ecuacion tenemos que conocer
previamente una solucion particular. En este caso es sencillo, ya que tiene la
solucion constante cero, es decir, podemos tomar f(t) = 0 para todo t € R.
Y podemos hacer el cambio

y@t)=— = =—c —y

Puesto que es una ecuacion lineal podemos resolverla®® vy encontrar que todas
sus soluciones son de la forma

¢
y(t) = Ke " — %, K eR,

definida en todo R. Deshaciendo el cambio, encontramos la familia de solu-
ciones de la ecuacién ' (t) = e'z? + x, no nulas:

1

:—7t_i’
Ke 5

x(t) K e R,

23Podrias hacerlo como ejercicio.
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Ejercicio 2.8.1. Determina la solucion del problema de valores iniciales

o {0

Y determina su intervalo maximal de definicion.

Ejercicio 2.8.2. Para la ecuacion de Riccati ¥’ = a(t)z(t)* + b(t)x(t) +
c(t) se considera el cambio de variable y(t) = x(t) — f(t), siendo f(t) una
solucion particular de la ecuacion de Riccati. ;Qué ecuacion diferencial ve-
rifica y(t) ¢ Resuelve dicha ecuacion y recupera las soluciones de la ecuacion
de Riccati.

Ejercicio 2.8.3. Resuelve la ecuacion lineal completa empleando un
cambio de variable como el propuesto para la ecuacion de Riccati, conociendo
una solucion particular suya.

2.9. ;Qué son ecuaciones invariantes?

En ocasiones resulta interesante saber si una ecuacion no se ve modificada
tras aplicarle un cambio de variable. Es decir, nos interesa conocer cambios
de variables p(t,z) = (s,y) y ecuaciones

o' = f(t,z),

tales que, tras el cambio, la ecuaciéon no cambia ya que se transforma en

~

y' = f(s,y) = f(s9).
Decimos en ese caso que la ecuacion es invariante frente al cambio.
Ejemplo 2.9.1. 2/(t) =t + /x es invariante por el cambio

{gpl(t, x)= 2t

po(t,z) = A4z,

es decir, por el cambio: y(s) = 4z(t), con s = 2t.

Ejercicio 2.9.1. Comprueba que lo dicho en el ejemplo anterior es cierto
y determina el dominio de definicion de la ecuacion.
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Ejercicio 2.9.2. ;Qué ecuaciones ' = f(t,x), con f continua en R?,
son invariantes por el cambio y(t) = x(t) + 17

Vamos a estudiar algunos subgrupos de transformaciones para los que
vamos a analizar qué ecuaciones son invariantes. Recordamos que el espacio
de difeomorfismos de IR? en IR? tiene estructura de grupo con la composicién
como operacién??.

2.9.1. Traslaciones

Dado un vector fijo v = (v1,v5) € R*—{(0,0)}, las traslaciones del plano
que siguen esa direccion tienen la siguiente forma:

Traslaciones = {@\(t,x) = (t+ v,z + Avg) A € R}.
Comprobamos que tiene estructura de grupo
» o(t,x) = (t,x), es decir, pq es la identidad.

» Dado A # 0, la inversa de ¢, es ¢_y, ya que ¢y o p_,(t,x) = pr(t —
vy, & — Avg) = (¢, x)

» Para A1, A2 € R: @), 00n, = ©a, 4+, que estéd en el grupo de traslaciones.

2.9.2. Dilataciones

Las dilataciones del plano® tienen la siguiente forma:

Dilataciones = {p,(t,x) = (A, Ax) : A > 0}.

2.9.3. Rotaciones

Las rotaciones del plano®® son de la siguiente forma

Rotaciones = {pp(t, 2) = (t cos(f) — zsen(0),tsen(d) + xcos(h)) : 6 € R}.

24En el espacio de difeomorfismos de R? en IR?, la identidad es el elemento neutro
para la composicion, para cada funcién ¢, distinta de la identidad, existe su inversa, y
la composicién es asociativa. Por tanto, el espacio de difeomorfismo de IR? en IR? es un
grupo. {Es conmutativo? Sabemos que no, ya que, en general, la composicién de funciones
no es conmutativa.

25Comprueba como ejercicio que es un grupo.

26 Comprueba como ejercicio que es un grupo.
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Como decifamos al comienzo de esta seccidn, a veces es interesante?’ conocer
las ecuaciones que quedan invariantes por subgrupos de difeomorfismos, como
los citados més arriba.

Vamos a ver como ejercicios como deben ser las ecuaciones para que sean
invariantes por algunos de estos grupos.

Ejercicio 2.9.3. ;Qué debe cumplir f, funcion continua definida en IR
para que la ecuacion x' = f(t,x) sea invariante por el grupo de traslaciones?

Solucién. Considerando el cambio @y (t,z) = (t + Avy, 2 + Avg) = (8,y),
con v = (vy,v3) € R? — {(0,0)} un vector fijo, llegamos a la ecuacién

dy 1 o
/

y por tanto
y'(s) = f(t,x) = f(s = Avi,y — Avg) = f(S,y).

Para que la ecuacién quede invariante por todo el grupo de traslaciones debe
cumplirse que

~

f(say) = f(Say>7 €s decir, f(S - )\U17y - )\U2> - f(svy) VA € R.

= Siv; # 0y vy =0: En este caso debe verificarse

fls=v,y) = f(s,y) VAER,

y por tanto f debe ser independiente de s, es decir, ' = f(z) es una
ecuacion auténoma. Luego, las ecuaciones auténomas son invariantes
por traslaciones, con vector de traslacién de la forma v = (vy,0) con

U17£O.

= Siv; =0y v # 0: En este caso debe verificarse
f(S,y—)\UQ):f(S,y) V/\EIR7
y por tanto f debe ser independiente de z, es decir, 2’ = f(t).

= ;Qué pasa si vy £ 0y vy # 07

2TEn situaciones originadas en fisica, por ejemplo.



62 2.9. ;Qué son ecuaciones invariantes?

i

Ejercicio 2.9.4. ;Qué debe cumplir f, funcion continua definida en un
abierto conexo de R? para que la ecuacion x' = f(t,z) sea invariante por el
grupo de dilataciones?



Tema 3

Métodos elementales de
integracion II: ecuaciones
exactas y factores integrantes

En este tercer tema vamos a seguir el siguiente esquema:
1. Introduccién:

= ; Qué tipo de ecuaciones vamos a estudiar en este tema?

= Cantidades conservadas a lo largo de las soluciones de una EDO
2. Ecuaciones diferenciales exactas

s Condicién de exactitud

= Funcion potencial
3. Factores integrantes

4. Campos de fuerzas y trabajo

3.1. Introduccion

En este tema vamos a estudiar una familia de ecuaciones denominadas
ecuaciones diferenciales exactas. Suelen escribirse empleando una notacion
distinta a la que hemos usado en los temas anteriores. Concretamente, la
variable independiente se denota por z y la dependiente por y.

63
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Las ecuaciones que vamos a estudiar en este tema son de esta forma'

P(z,y) + Q(z,y)y'(x) =0, (3.1)

con Py @ funciones definidas en dominios de IR?, que detallaremos més
adelante.

Ejemplo 3.1.1. z +yy =0, con P(z,y) =z y Q(z,y) = y.

Para este tipo de ecuaciones vamos a seguir una estrategia distinta a la
que hemos seguido en el tema anterior, donde usabamos cambios de variables.
Para esta familia de ecuaciones la idea es determinar cantidades que se
conserven a lo largo de sus soluciones, de ese modo, se puede encontrar una
relacion implicita entre x e y. Vemos esto en el ejemplo anterior:

Ejemplo 3.1.2. z +yy =0, con P(z,y) =z y Q(z,y) = y. Vamos a
comprobar que si y(x) es una solucion de esta ecuacidn, entonces la cantidad
E(x) := 2? + y(x)? se conserva®, es decir, es constante a lo largo de todo el
intervalo de definicion de y, es decir, Yo € I (con I el intervalo de definicion
dey). Para comprobar este hecho debemos derivar E y probar que su derivada

es 0.
() = B 90 o)y (@) =0,

'Es frecuente escribir la ecuacién con la notacidén fisica (ver, por ejemplo, [8, 1]). Al
denotar y/(z) = % la ecuacién (3.1) se escribe

P(z,y)+ Q(x,y)% =0,

y usando la notacion diferencial se llega a
P(z,y)dz + Q(z,y) dy = 0.

Veremos mas adelante la utilidad de esta notacién. (La notacion diferencial para escribir
una EDO fue la usada hasta emplear la notacién que usamos en la actualidad).
2Aqui se ve la utilidad de la notacién diferencial que deciamos en la nota anterior:

xdr + ydy = 0.
Integrando, con respecto a x en el primer miembro y respecto a y en el segundo miembro,

tenemos

2?2
/a:dx + /ydy =5 + 5= constante.

Esto nos indica que la cantidad que se conserva no ha sido una idea feliz, sino que la
ecuacién misma da pistas sobre como encontrarla.
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es cero porque y es solucion de la ecuacion x + y'(x)y(x) = 0. Por tanto,
dado xg € I:
E(z) = E(xg), Vo € 1.

Esto nos dice, por ejemplo, que si buscamos las soluciones de la ecuacion
tales que cumplen la condicion y(0) = yo obtenemos

2® +y(o)* = x5+ y(wo)® = 0* + yp.
De donde podriamos despejar y, en cada una de sus ramas.

En este tema nos vamos a hacer la siguiente pregunta:
.Bajo qué condiciones somos capaces de encontrar una funcion,
definida en un abierto conexo ) de R?,

U:QCR*—> R,

tal que a lo largo de las soluciones de (3.1) sea constante?
Esto es equivalente a decir que buscamos U tal que, para cada y(x) solu-
ci6n de (3.1) se cumple lo siguiente:

d

LU, y(a)) = 0. (32)
Vamos a derivar U(z,y(x)) para ver qué deberfa cumplir U para que se
verifique (3.2):

= Lo primero que vemos es que, para poder derivar, necesitamos que U
sea C, es decir, necesitamos U € C1(1).

= Lo segundo que vemos derivando es que

oU(x,y)  OU(xy) , .

ecuacion que se parece mucho a (3.1), jno te parece?
Si pasase que

oU(z,y) oU (z,y)

entonces (3.2) se verificarfa, justamente porque y es solucién de la ecua~
ci6én (3.1).
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Comentario 3.1.1. Fijate que en el ejemplo 3.1.2 hemos considerado
Ulz,y) = 2* +y*.
Y si tomando y solucién de la EDO hemos definido:
E(x) = Uz, y(x)).

En ese ejemplo, U estd definida en IR? y E en el dominio de definicién de las
soluciones de z + yy’ = 0 (dominio que podrias determinar, ;verdad?).

Por tanto, la pregunta que nos formuldbamos un poco mas arriba la podremos
responder si respondemos a esta otra:

.Es posible encontrar U: Q C R?*> —» R, U € C(f2), siendo ©Q un
abierto conexo de R?, tal que

IU(x,y)
ox

ou(x,y)
Jy

A estas preguntas daremos respuesta en la siguiente seccién. En la seccion
3.3 aprenderemos estrategias para ciertas ecuaciones en las que la respuesta
a la pregunta de arriba es negativa. Finalmente en la seccién 3.4 veremos
como aplicacion los campos de fuerzas y el trabajo.

=P(x,y) = Q(x,y)?

Pero antes de pasar a la seccién siguiente vamos a plantearnos unos ejer-
cicios cortos para ver si hemos entendido lo estudiado hasta este punto.

Ejercicio 3.1.1. Sea U : R* = R con U(x,y) = 2% + ye®.
1. ;Es de clase C'?

oU(zy) , OU(zy)
ox Yy dy

2. Determina

3. Supongamos y(x) una funcién de clase C*(I), con I un intervalo abierto

de R y tal que
d

squé ecuacion diferencial debe verificar y?

Ejercicio 3.1.2. Supongamos una ecuacion de la forma (3.1) con P(x,y) =
P(z), es decir, P sdlo depende de x y Q(x,y) = Q(y), es decir, Q sdlo depen-
de de y. Ademds ambas funciones son derivables en todo R. Con esa eleccion

de Py Q:
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1. La ecuacion (3.1) gpertenece a alguna de las familias estudiadas en el
tema anterior? Razona tu respueta.

2. 4Es posible encontrar U : Q C R? — R tal que que

WD _py y P g

En caso afirmativo encuéntralo y calcula %U(m,y(w)), con y solucion

de (3.1).

3. Aplica lo anterior al siguiente ejemplo: xe® + y*y'(z) = 0.

3.2. Ecuaciones diferenciales exactas

La pregunta que dejabamos planteada en la seccién anterior:
.Es posible encontrar U : Q C R* — IR tal que que

wzpu,y) y %zy) Q(,y)? (3.4)

no siempre va a tener una respuesta afirmativa, veamos el siguiente ejemplo
para convencernos de ello.

Ejemplo 3.2.1. Consideramos P(x,y) = e* y Q(z,y) = €Y +z, que son
oU\T,Y)

funciones C*(IR?). Por tanto, si ———2 o = P(x,y) y w = Q(z,y),
Y

U debe ser una funcion C*(IR?), en cuyo caso las derivadas parciales cruza-
0’U(x,y) _ 0°U(x,y)
oxdy  Oyox

’U(z,y) _ 0Q(x,y)
0xdy ox

das deben ser iguales, es decir, , PEro vemos que

=1

O?U(x,y)  OP(x,y)

oyox Oy =0

Luego no existe tal U.
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Este ejemplo nos muestra que para encontrar U, con una regularidad apro-
piada, deberia verificarse la siguiente condicion que llamaremos condicién
de exactitud

orP  0Q

oy Oz’
para Py @ funciones C*(9), con Q C IR? abierto y conexo. Diremos entonces
que la ecuacién diferencial (3.1)

P(:E’y) + Q(ajvy)y/ =0

es una ecuacion diferencial exacta si satisface la condicién de exactitud
(3.5).

En esta secciéon nos vamos a centrar en dar respuesta a dos preguntas:

(3.5)

= ;Bajo qué hipdtesis la condicion de exactitud garantiza la existencia de
una funcién U que hace lo que queremos, es decir, que cumple (3.4)?

= ;Como encontrar las soluciones de una ecuacién exacta?

Vamos a empezar por la primera pregunta.

3.2.1. ;Bajo qué hipdtesis la condicion de exactitud
garantiza la existencia de una funcion U que ve-
rifica (3.4)7

Vamos a empezar probando que la condicién de exactitud es necesaria,
como hemos visto en el ejemplo 3.2.1.

Proposicién 3.2.1 (Condicién de exactitud). Sean Q C R? abierto y
conezo y P,Q € CY(Q) funciones para las que existe U € C*(Q), tal que

oU(x,y) _ oU (z,y)
Tor LW v

Entonces se cumple la condicion de exactitud (3.5).

= Q(z,y), V(z,y) e

Demostracién. Por ser Py @ funciones C*(Q2) deducimos que U € C?%(12),
oUu oUu
ya que # = P(z,y) y % = Q(z,y). Por tanto, las derivadas
T Y
cruzadas de U deben ser iguales

OP(z,y) _ *U(r,y)  PU(zy) _ 0Q(x,y)

oy Oyox 0xdy ox
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Luego se satisface la condicién de exactitud (3.5). O

Definicién 3.2.1 (Potencial). Sean © C IR? abierto y conexo y P,Q €
C1(2), lamamos® potencial a una funcién U € C'(Q2), tal que
oU(z,y)
Ox

oU(z,y)

6y = Q(xay)7 v(‘fl’j7y) €.

= P(z,y) v

A la vista de esta definicion podemos hacer este ejercicio sencillo

Ejercicio 3.2.1. Demuestra que si U es un potencial, entonces para cada
CeR, Us=U+C también es un potencial.

Ejemplo 3.2.2. En el ejemplo 3.1.2 consideramos la funcion
Ulz,y) ="+,

que es un potencial para la ecuacion 2z + 2yy = 0. Y por tanto U(z,y) =
%2 + % lo es para la ecuacion x +yy' = 0. Logicamente, dado que obviamen-
te las dos ecuactones tienen las mismas soluciones, ambos potenciales son
constantes a lo largo de las soluciones de la ecuacion x + yy = 0.

Sabiendo lo que es un potencial podemos reescribir la pregunta que da
nombre a esta seccién como sigue:

;Bajo qué hipdtesis la condiciéon de exactitud garantiza la exis-
tencia de un potencial?

Vamos a ver que si €2 es un dominio estrellado entonces la condicion de
exactitud garantiza la existencia de un potencial.

Definicién 3.2.2 (Domino estrellado o con forma de estrella). Decimos
que © € IR? es estrellado o tiene forma de estrella si existe un punto en él,
z, € , tal que los segmentos que unen dicho punto con el resto de puntos
de €2 se quedan dentro de 2. Es decir,

Jz,€Q talque VzeQ, {(1-XNz.+Az:A€]0,1]} C Q.

3En fisica suele llamarse potencial al opuesto de lo que en mateméticas se llama po-
tencial, es decir, en fisica se llama potencial a V := —U.
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Ejercicio 3.2.2. Decide de forma razonada si los siguientes conjuntos
son o no estrellados: Fijate que los dominios convezos® en particular son
estrellados, pero no al revés. jEntre los siguientes conjuntos cudles son es-

trellados y no converos?
c

A B

* O

Comentario 3.2.1. Se puede probar que basta con que el dominio sea
simplemente conexo, es decir, que no tenga agujeros, para demostrar que la
condicién de exactitud garantiza la existencia de potencial. De los ejemplos
anteriores vemos que el conjunto B no tiene agujeros y no es estrellado, ni
convexo.

Antes de probar que la condicién de exactitud en dominios estrellados
nos garantiza la existencia de potenciales, vamos a recordar como se derivan
las integrales que dependen de parametros. Recogemos este recuerdo en el
siguiente lema, cuya demostracién se puede consultar en [2][Teorema 10.8,
Volumen 2].

Lema 3.2.1. (Derivacion bajo el signo integral o de integrales depen-
dientes de pardmetros) Supongamos un abierto D CR® y F : D x [a,0] = R

4Un conjunto es convexo si para cada dos puntos en él, el segmento que los une también
estd en el conjunto
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una funcion continua. Definimos G : D — R

b
G(z1,. - 24) ::/ F(z1,...,2q4,t) dt.

Suponemos que estdan bien definidas las derivadas parciales

ia
0 o Dx[ab =R, i=1,...d

Zi

y que son continuas, entonces G € C*(D) y

oG boF
o :/ Szt =1

Entendemos este lema mejor analizando el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.3. Consideramos F(z,y,t) = (tx + t2)e" V", que es una
funcion C=(IR?) y definimos

1 1
G(z,y) r=/ F(x,y,t) dt:/ (tz +t2)e” v dt,
0 0

es decir, hemos considerado el intervalo [a,b] = [0,1] y x e y como pardme-
tros. Hemos empleado las letras x e y en lugar de zy y z3, para usar una
notacion mds comoda.

Aplicando el lema podemos calcular las derivadas parciales de G.

oG Lor L e 22
i i — r°+y 2\ 7ty
o /0 o (x,y,t) dt /O (te + 2z(tx +t)e ) dt

- /1 (t+20(tw +12)) e dt = e /1 (t + 2u(tw + 7)) dt
0

0
t? 12 3
= <_ + 227~ + 23:_)

1
= oY <1 - 2:1021 - 2:151)

2 2 3/ 1o 2 2 3
I
e <2 +x° + 3 )
Y
oG /1 oF ! 2,2
— = —(z,y,1) dt:/ 2u(tx + 1%)e” TV dt
dy o 0y 0
2,2 ! 2,2 t2 t3 1 2,2 T
= 2ye” +y/(tx+t2) dt = 2ye” "V (o= + = =2ue” TV [ S+
0 2 3) 1o 2

1

3

)
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En este ejemplo hemos podido calcular las integrales explicitamente, por lo
que podriamos haber encontrado también un expresion para G independiente
de t:

1 1 1
G(z,y) = /0 F(x,y,t) dt —/0 (tx + t2)e” V" dt = 612”2/0 (tr +17) dt

2 3 1 1
_ e (T ot (22
e (a;2+3)0 e (2+3).

Y podemos comprobar nuevamente que las derivadas parciales obtenidas
como indica el lema son las mismas, 16gicamente, que si hacemos las derivadas

parciales de
1
Glz,y) =™ (242

Una vez entendido este lema podemos probar el resultado que adelantabamos
antes.

Teorema 3.2.1. (Dominio estrellado+condicion de exactitud: Ezxiste po-
tencial)

Sean 2 un dominio estrellado, P y Q € C*(2) que cumplen la condicion
de ezactitud (3.5), entonces existe U € C?*(Q) tal que

oU (z,y)
ox

U (z,y)

= P(z,y) o

= Q(z,y), V(z,y) €.

Demostracién. Vamos a suponer que z, = 0 (dado en la definicién 3.2.2))°.
Entonces sabemos que para cada (z,y) € €2 se verifica que

AMz,y) = (A\r,\y) € Q, ¥ A € 0,1].
Y podemos definir U como sigue

Ulx,y) = x/o P(A\x, \y) d\ + y/o Q(A\x, \y) dA. (3.6)

Vamos a ver que U es el potencial buscado. Para ello tenemos que verificar
tres cosas:

5Puedes pensar como ejercicio cémo serfa la demostracién si z, # 0.
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1. U e C?*Q).
oU(x,y)
2. =P :
P (z,y)
oU (z,y)

Para probar 1 nos ayudaria haber probado antes 2 y 3. Y eso es lo que vamos
hacer. Vamos a comenzar probando 2.

Antes de hacer las derivadas parciales de U debemos garantizar que se
pueden hacer. Lo cual es una consecuencia del lema 3.2.1. Vamos a aplicar
este lema a nuestra funcion U, que es la suma de dos términos, donde cada
uno, a su vez, es el producto de dos funciones.

oU (z,y)

1 1 OP
= P —_—
e /0 Az, \y) dX + .21:/0 )\c%c (Ax, \y) dA

1 aQ
+ y/o )\a—x(z\x,/\y) d\.

Usando que se cumple la condicién de exactitud (3.5) cambiamos la parcial
de @) con respecto a x, por la parcial de P con respecto a y

1
w:/ PO, \y) N+ x/ T (\x, \y) dA
T 0

+y/ —(Az, Ay) dA.

Nos damos cuenta ahora de que

dP

P

—(A\z, \y) = xa—P()\x Ay) + 0y

Oz

y tenemos entonces que

oU(z,y) (! dpP
T_/O P(A\z, \y) d\ + / )\ﬁ()\x Ay) dA.

Y estas dos integrales las podemos agrupar ya que

d dP
o (AP(A\z, \y)) = P(Ax, \y) + )\a()\x Ay),
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y nos queda

8W@@_/1d
o~ dA[AFKAx,AyﬂdA.

Y el Teorema Fundamental del Calculo nos da lo que buscabamos

1

o) = P(z,y).

e AP (A\x, \y)

oU(z,y)
Ay

como Py @ son funciones de clase C', probamos que U € C*(€2). Y conclui-
mos la demostracion. U

. Qué nos dice este teorema? Nos dice que podemos encontrar potencia-
les, pero quiza parezca que la forma de encontrarlos es complicada, vamos a
ver en un momento con un ejemplo que no es asi. Pero antes vamos a hacer
un comentario mds matemdtico

Con un argumento similar probamos que = Q(z,y). Y por tanto,

Comentario 3.2.2. Este teorema nos recuerda al Teorema Fundamental
del Célculo, ya que el TFC nos dice que si tenemos una funciéon f continua,
entonces existe otra funcién F' que es C! y tal que F' = f.

El teorema 3.2.1 lo que nos dice es que si P, @ son funciones C! y tales
que cumplen la condicién de exactitud (3.5), entonces existe otra funcién U
que es C? y tal que

o _p , W_

pe y o Q<<= VU = (P,Q).

Es decir, el teorema nos dice que podemos integrar P y () y obtenemos
U (ver el ejemplo siguiente).

Ejemplo 3.2.4. Consideramos
Plz,y)=e"+2y y Qz,y) =2z + cos(y).
Ambas funciones estdn definidas en R?, que es un dominio estrellado. Ademds

oP ., 0Q
a_y($ay) =2= O (xvy)v

es decir, se cumple la condicion de exactitud (3.5). Por tanto, por el teorema
anterior sabemos que existen potenciales U. Para encontrar U integramos P
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con respecto a x, Yya que queremos que Z—g = P, de modo que U serd esa

integral mds una funcion que no conocemos, que solo dependerd de y:

Ule,y) = / Ple.y) di+ f(y) = / (¢ +2y) do+ f(y) = & + 20y + f(y).

Podemos comprobar facilmente que la parcial con respecto a x de esa U en-
contrada nos da P. Derivamos ahora la U encontrada con respecto a y e
imponemos que sea iqual a Q) para que se cumpla %—[y] =Q:

ou

27 + cos(y) = Q(r,y) = e 8_y(

" +2zy + f(y)) =2z + f'(y).
Por tanto,
f'(y) = cos(y) = fy) =sen(y) +C, CeR,
y encontramos de este modo que
Ulx,y) =¢e" +2zxy +sen(y) + C, CeR.

Comprobamos que U es un potencial:

ou .
oy = ¢ Tt ="Play)

ou

8_y = 2w +cos(y) = Q(z,y).

Ejercicio 3.2.3. ;Qué ocurre si repetimos el proceso del ejemplo ante-
rior a las funciones P(x,y) = e* y Q(x,y) = e¥ + ¢

Ejercicio 3.2.4. Consideramos P(x,y) = e"+2y y Q(x,y) = 2z+cos(y).
Determina U como indica el teorema 3.2.1, es decir, calcula

1 1
Ulz,y) = ;1:/0 P(A\z, \y) d)\+y/0 Q(Az, \y) dA.

Calcula sus derivadas parciales empleando el lema 3.2.1.
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3.2.2. ;Coémo encontrar las soluciones de una ecuacién
exacta?

Vamos a emplear lo visto hasta ahora para encontrar las soluciones de las
ecuaciones exactas. Recordamos que estas ecuaciones son de la forma (3.1)

P(z,y) + Q(z,y)y" =0,
con Py @ funciones C'(Q) que cumplen la condicién de exactitud (3.5)
orP  0Q
oy  Ox’
Dos son las ideas principales para resolver estas ecuaciones:
= Encontrar un potencial U (ver definicién 3.2.1), como hemos visto en la
subseccién anterior. Este potencial proporciona una relaciéon implicita

entre y y x, ya que se verifica U(z,y(x)) = U(xg, y(z0)), para cualquier
xo en el dominio de definicion de la solucion y.

= 51 se puede despejar y en la expresion que relaciona y y x, mediante el
potencial, jperfecto, ya tenemos la solucion buscada! Si no es posible
despejar recurrimos al Teorema de la Funcion Implicita (ver el teorema
1.6.1).

Antes de ver esta estrategia en unos ejemplos vamos a justificar bajo qué
condiciones tenemos la garantia de encontrar las soluciones de la ecuaciéon
diferencial exacta.

Supongamos el problema de valores iniciales

Pz, y) + Qz,y)y" =0,
y(z0) = vo,
con Py @ funciones C*(Q) (€2 abierto conexo de IR?) que cumplen:
» La condicién de exactitud (3.5).

. Q(l’o;yo) # 0.

Bajo estas condiciones podemos garantizar que el problema de valores ini-
ciales tiene una unica solucion. Vamos a justificar esta afirmacion, siguiendo
las dos ideas que hemos senalado arriba.
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= Consideramos una bola B(xg, 1) centrada en el punto (zg,yo). Co-
mo esa bola es un dominio estrellado, tenemos la garantia (ver teo-
rema 3.2.1) de encontrar un potencial U. En la bola se verifica que
U(x,y(x)) = U(zo,yo) para todo (z,y) € B(xo,yo), ya que se conserva
el potencial a la largo de las soluciones de la ecuacion.

w U(z,y(x)) = U(zo,yo) es una ecuacién implicita para y, que podemos
despejar empleando el Teorema de la Funcién Implicita (ver el teorema
1.6.1). Este teorema lo podemos aplicar al punto (z¢,yo), ya que

o U(z,y(z)) = Ul(xo,yo)-

. %@i’/’y‘)) = Q(z0,%0) # 0. (Aqui se ve la importancia de la hipdtesis

Q(xoyyo) + 0)-

De este modo sabemos que la solucién de la ecuacion existe y es tinica en
un entorno de xgy. Empleandolo de nuevo podemos extender el intervalo
de definicion siempre que () no sea cero, como haciamos en el tema 1.

Vamos a ver un ejemplo para entender el proceso.
Ejemplo 3.2.5. 2z + e* 1Y 4 e*t¥y' = 0. Es una ecuacion exacta con:
s P(z,y) =21+ e con (v,y) € Q =R
= Q(z,y) = ™Y con (z,y) € Q = R

La ecuacion es exacta porque verifica la condicion de exactitud (ver (3.5)):

OP(2,y) _ o4y _ 9Q(2,Y) V(o.y) € Q.

dy ox

En este caso Q(x,y) # 0 para todo (x,y) € 2. Vamos a ver como resolver el
problema de valores iniciales con valor dado

y(0) = 0.

= Como §Q es estrellado sabemos que existe un potencial en todo el domi-
nio. Vamos a determinarlo, como hicimos en la subseccion anterior.

Uz,y) = /P(.r,y) de+f(y) = / (22 + ") da+f(y) = 2>+ T+ f(y).
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Como = Q(z,y), tenemos
e+ fy) = e,
luego f'(y) =0, es decir, f(y) es constante, y por tanto
Ulr,y) = 2>+ + C.

La conservacion de U a lo largo de las soluciones de la ecuacion nos
da la siguiente ecuacion implicita para y:

U(z,y(x)) = U(0,y(0)) = U(0,0),
es decir,

P4V C =02+ 0 = P4tV =1,

En este caso tenemos suerte y podemos despejar y:

2 1—172

- :>y:10g< = ):log(l—xz)—x.

24" =1 = ¥ =

Luego la solucion del problema de valores iniciales es

y(z) =log (1 —2%) —z, ze(-1,1).

(Puedes comprobar como ejercicio que efectivamente la funcion anterior es
solucion del problema de valores iniciales planteado).

Vamos a ver otro ejemplo en el que no se puede despejar la y y debemos

usar el teorema de la funciéon implicita.

Ejemplo 3.2.6. ye®™V 4+ "y (1 4+ y) + 1 = 0. Es una ecuacion exacta
con:

» P(x,y) = ye"Y +1 con (z,9) € Q = R

= Qz,y) = (1+y)e”™¥ con (z,y) € =R
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La ecuacion es exacta porque verifica la condicion de exactitud (ver (3.5)):

9Q(, y)
ox

OP(z,y)

= 1Y(1 =
o e (1 +y)

V(z,y) € Q.

En este caso Q(x,y) # 0 para todo (x,y) € Q con y # —1. Vamos a ver
como resolver el problema de valores iniciales con valor dado

y(0) = 1.

= Como §Q es estrellado sabemos que existe un potencial en todo el domi-
nio. Vamos a determinarlo, como hicimos en la subseccion anterior.

Ule.y) = / P(e,y) do+ f(y) = / (ye"¥ 4+ 1) da + f(y)
= ye"V4+ax+ f(y).

Como %ﬁ’y) = Q(x,y), tenemos

(1 +y)+ fly) = e (1+y),
luego f'(y) =0, es decir, f(y) es constante, y por tanto
U(r,y) =ye"¥ +a+C.

La conservacion de U a lo largo de las soluciones de la ecuacion nos
da la siguiente ecuacion implicita para y:

Uz, y(x)) = U(0,4(0)) = U(0,1),
es decir,

ye'Vhr+ C ="+ 0+0 = gVt = = ye¥ = (e—x)e "

= Fn este caso no es sencillo despejar y, por lo que recurrimos al teorema
de la funcion implicita, considerando la funcion

F(z,y) =ye! + (x —e)e™ ™.

Para este problema de valores iniciales tenemos (zo,vyo) = (0,1), que
cumple:
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(4 F(':EOvyO) = 0.
¢ oGl — on(1 1 ) = 20 £

El resto de hipotesis del teorema de la funcion implicita también se
cumplen, y por tanto sabemos que existe un unica solucion de la ecua-
cion diferencial en un entorno de 0.

¢ Podrias ver cudl es el intervalo mazimal de definicion de la solucion?

Comentario 3.2.3. A la vista de los ejemplos anteriores podemos apre-
ciar que no es necesario ir arrastrando la constante incluida en el potencial,
ya que:

= Sin la constante también es un potencial.
» Al imponer U(z, y(z)) = U(zo, y(xo)) las constantes se cancelan.

También comentamos® que podemos considerar como funcién a la que aplicar
el teorema de la funcién implicita F(x,y) = U(z,y) — U(xo, yo) 0 cualquier
otra funciéon que nos proporcione la ecuacién implicita para la solucion. En
el ejemplo anterior, hemos tomado F(z,y) = yeY + (x — e)e”™, que no es
U(x,y)—U(0,1).

Ejercicio 3.2.5. Resuelve el problema de valores iniciales

ye" Y+ 1+ e"(1 4+ y)y =0,
y(0) = 0.

Hemos aprendido a resolver ecuaciones exactas para las que existe un
potencial asociado. En la siguiente seccién aprenderemos a encontrar las so-
luciones de algunas ecuaciones con la misma forma pero que no cumplen la
condicién de exactitud.

3.3. Factores integrantes

En esta seccién vamos a estudiar ecuaciones diferenciales de la misma
forma:

P($7y) + Q(xay)y, =0,

por si alguien siente que en el ejemplo anterior no hemos seguido los pasos indicados
en general al comienzo de la subseccion, al aplicar el teorema de la funciéon implicita.

6
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con Py @ funciones C'(Q), pero para las que no se cumple la condicién
de exactitud (3.5)

orP  0Q

oy Oz’

Esto es lo que pasa en el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.3.1. 3’2—2 +yr+y+ (x+y)y =0. En este caso

2

y
P(z,y) =5 tyrty Yy Qx,y) =z +y,

funciones C*°(IR?) y R? es un dominio estrellado, pero ifalla! la condicion
de exactitud, ya que

OP(x,y)
dy

R YN
ox

. Qué podemos hacer en estos casos? Podemos intentar encontrar lo
que se conoce como factores integrantes, que son funciones u(x,y) tales
que al multiplicar la ecuacion por esos factores la ecuacion se convierte en

exacta. Vamos a verlo con el ejemplo anterior antes de dar la definicion
rigurosa de factor integrante.

Ejemplo 3.3.2. 3’2—2 +yr+y+ (r+y)y =0. Vamos a ver qué ocurre si
multiplicamos la ecuacion por la funcion p(zx) = e*

2
e’ (% +yx+y) +e'(x+y)y =0 (3.7)

Vemos que se cumple la condicion de exactitud ya que

0 (v _
8_y(e <5+y:c+y>>—e (y+x+1)

% (e®(z+1y)) =e"(x+y+1).

Podemos entonces encontrar un potencial para la ecuacion (3.7). Vamos a
hacerlo.
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» Integramos con respecto a y' en la expresion de la funcion Q asociada
a la ecuacion (3.7):

Uw) = [ (o)) dy=ey (24 5) + o)

= Deriwvamos la expresion encontrada con respecto a x e imponemos que
sea la P asociada a la ecuacion:

e’ (y;wmy) = e (y:c+y32+y) + f'(z) = f(x) = 0.

s Encontramos de este modo el potencial

Uz,y) =e"y <x+%> +C, CeR.

Tenemos la garantia de encontrar la solucion de un problema de valores ini-
ciales si la funcion @ asociada no es cero en dicho dato inicial, (xq,yo).

e (zo + yo) # 0 = yo # —o.

Por ejemplo, tomamos el dato inicial (zo = 0,y0 = y(0) = 1). Encontramos
la solucién estudiando la ecuacion implicita®.

1
U(z,y(x)) =U(0,1) = ey (x—i— %) =5 = e"y(2r+y) =1.
Vamos a definir qué entendemos por factor integrante.
Definicién 3.3.1 (Factor integrante). Dada una ecuacion diferencial de

la forma
P(z,y) + Q(z,y)y" =0,

con Py @ funciones C', definidas en un abierto conexo 2 de IR?, diremos
que g € C*(€) es un factor integrante si cumple:

= p(z,y) #0, V(z,y) € Q.
L owP) _9wQ) o

dy ox
"Lo hacemos empleando @) porque las integrales son més sencillas.
8Podrias hacerlo como ejercicio
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Vemos que en el ejemplo anterior hemos tomado como factor integrante
una funciéon p que sélo depende de .

Llegadas® a este punto la pregunta que nos podemos hacer es:

Cémo encontramos factores integrantes para una ecuacién (3.1)
que no es exacta?

La respuesta mas sincera es: probando. Podemos intentar encontrar facto-
res integrantes probando con distintas familias, como veremos en el resto de
esta seccion. Pero antes de presentar algunas familias con las que se pueden
probar, vamos a ver qué ecuacion debe cumplir un factor integrante.

O(ppP) _ 9(pQd)

Como ay =5 1 debe verificar:
o or _ou 0Q N 0Q OP
P3y+uc9y_ 8x+'u8x:>P8y or or Oy /)

Y descubrimos de este modo una ecuacién en derivadas parciales para pu.
iNo te asustes! Ya verds que en las familias que vamos a estudiar esa
ecuacion en derivadas parciales sera realmente una ecuacién diferencial.

3.3.1. Algunas familias de factores integrantes

Vamos a ver céomo se escribe la ecuaciéon que hemos encontrado para p

ou o 0Q 0oP
Pay oz (8x 8y> ' (3:8)

En ciertas familias de factores integrantes.

Factores de la forma: pu(x,y) = m(x)

Son factores que s6lo depende de x. Para ellos la ecuacién (3.8) se escribe
como sigue:

Qo (a) = m(a) (220 OEE))

Si suponemos que Q(x,y) # 0 (y como m(z) # 0) llegamos a

OP(x, 0Q(x,
' (z) Pé()yy) _ Q{gxy)

m(z)  Qz,y)

9(las personas que estamos leyendo estas notas).
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Como la parte de la izquierda sélo depende de x, para que m sea un factor
integrante para la ecuacién, la parte de la derecha no debe depender de y
tampoco, es decir, debe ser de la forma

3P(§z,y) _ aQéx,y)
5 — = f(x).
Q(z,y)

De esta forma la ecuacién para el factor integrante resulta ser una ecuacion
que ya sabemos resolver

m'(;g) _ f(ZE) N m(m) _ 6ff(x)dx‘

m(z)

Ejemplo 3.3.3. Vamos a ver como pudimos encontrar el factor inte-
grante e* en el ejemplo

2
%+ﬂx+y+@+yw“=ﬁ

Con P(x,y) = %—i—ym—i—y y Q(z,y) = x+y. Vamos a determinar la ecuacion'®

m’(x) 3P@(zvy) _ 8Qa(i,y)

m(z) Q(z,y)

Y obtenemos

! 1-1
m(:v):y—l—QH— :y+$:1::f(x):>m(x):Kex.
m(x) T4y T+y

Es claro, que si p es un factor integrante C'u con C' € R también lo es,
sverdad?.

Factores de la forma: p(x,y) = m(y)

Ejercicio 3.3.1. Encuentra qué deben verificar P,Q y m para que pu(x,y) =
m(y) sea un factor integrante. Es decir, repite el proceso anterior para el caso
plz, y) = m(y).

1ONo hay que saberse ninguna férmula de memoria, se puede repetir la cuenta cada vez

que nos haga falta. Aqui vamos a usar la formula porque el célculo en general se ha hecho
un pelin méas arriba.
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Factores de la forma: u(x,y) =m(x+y)

Analizamos ahora los factores que tienen la forma u(x,y) = m(x + y),
conm:l CR— RR.

Ejemplo 3.3.4. = m(2) = 22 entonces u(z,y) = m(z+y) = (z+y)*
= m(z) = sen(z) entonces p(z,y) = m(x +y) = sen(zr + y).
= m(z) =z+ 1 entonces p(x,y) =m(x +y) = (xr+y)+ 1.

Usando:

o _
- a_y_m(x—i_y)a

o _
- %—m(x—i—y),

la ecuacion (3.8) se escribe como sigue:

0Q(z,y) 3P(x,y)> .

Pz, y)m/(z +y) — Qz,y)m'(z + y) = m(z +y) < Ox dy

Suponiendo que P(x,y) # Q(x,y) obtenemos:

0Q(x, OP(x,

m(z+y)  Plr,y) —Qx,y)

Y razonando como antes llegamos a que debe verificarse que la parte de la
derecha debe ser una funcién f de x + y:

BQ(glny) _ 3Péx7y) /

x Yy
= flz+y) =

P(.’L’,y)-@(l‘,y) ( )

Y llamando z := x + y tenemos

m'(x +y)
m—f(x‘f‘y)

[

Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 3.3.5.
22 4y + 2zy + e%e¥ 4+ ¥y = 0.

Para esta ecuacion P(z,y) = 22 + y* + 2zy + e%e? y Q(z,y) = €™, que no
cumplen la condicion de exactitud (3.5), pero si cumplen

0Q(zy) _ 9P(zyy)

or oy €V —(2y+2x+ee’) 2ytz) 2
P(z,y) — Q(z,y) x? +y? + 2zy (z+y)?  (z+y)
y por tanto

0Q(zy)  9P(wy) /
oz 9 2 m'(z +y)
. izf($+y):>m:f($+y),

P(x,y) — Q(z,y) (z+y)

con f(z) = =2 con dominio en R — {0}. De este modo, concluimos que la

ecuacion admite factores integrantes de la forma

pw(z,y) = m(z+y), conm(z) = e~ 2% = Ke20802) = (2, y) = Keloslletul),

Factores de la forma: p(x,y) = m(x? + y?)

Analizamos ahora los factores que tienen la forma u(x,y) = m(z? + y?),
conm:I CR—R.

Ejemplo 3.3.6. = m(z) = 2? entonces u(z,y) = m(x? +y?) = (22 +
2)2
v

» m(z) =sen(z) entonces pu(z,y) = m(z? + y?) = sen(z? + y?).
» m(z) = z+ 1 entonces p(x,y) = m(z? +y?) = (2* + y*) + 1.

Usando:

0
. a—‘; — 2ym/(2® + 1),

)
) a_Z = 2am’(2” +3%),
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la ecuacién (3.8) se escribe como sigue:

P(z,y)2ym’ (2+y*)—Q(x, y)2om/ (2" +y*) = m(z"+y°) (aQ(a:,y) - 3P(:c,y)> :

ox dy
Suponiendo que 2yP(x,y) # 2xQ(x,y) obtenemos:

0Q(z,y) _ OP(zy)
m'(2® +y°) o oy

m(z?+y?)  2yP(x,y) —22Q(z,y)

Y razonando como antes llegamos a que debe verificarse que la parte de la
derecha debe ser una funcién f de z2 + y*:

0Q(zy) _ 90P(zy)
ox oy

2yP(z,y) — 22Q(x,y)
Y llamando z := 22 + y* tenemos
m'(z)

m(z)

12 2
— e+ a) = T

= f(2) = m(z) = e/ F)

Puedes aplicar este proceso al ejemplo siguiente.

Ejercicio 3.3.2. Encuentra un factor integrante de la forma p(z,y) =
m(x? + y?) para la ecuacidn

r+y+(y—2x)y =0.

Para el estudio de estas familias de factores integrantes hemos usado la
ecuacion (3.8), pero recuerda que no hay que saber esa ecuacién de memoria.
Lo que se debe conocer es qué significa un factor integrante y de esa forma
es sencillo deducir la ecuacién (3.8) .

3.4. Campos de fuerzas y trabajo

En esta tltima parte del tema vamos a aplicar lo estudiado a analizar los
campos de fuerzas y el trabajo que se realiza bajo su accion.

Vamos a considerar una funcién que sale de  un dominio abierto de IR?
y llega a IR*:

F:QCR? — R?
(z,y) +— F(z,y) = (P(z,y),Qz,y)), (3.9)
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cony Py @ funciones continuas. Consideramos esta funcién como un campo
de fuerzas, esto es, I’ asocia a cada punto de Q, (z,y), el vector F(z,y).
Graficamente se representa el campo de fuerzas colocando en cada punto
(x,y) el vector F(x,y).

Ejemplo 3.4.1. En la figura 3.1 se puede ver la representacion grdfica
del campo F(z,y) = (z,y). En la figura 3.2 se describe grdficamente el campo
F(z,y) = (y,—x).

w
©03)
) )

42)
(11) (01 (L1)

-—o ° o«
(-4,0) (-1,0) (0,0) (1,0) (4,0)

/(5—1) (0$1> (17»\\
° [}
(-4:-2) (4,-2)
3 \

&~ LN

Figura 3.1: Campos de fuerzas para F(z,y) = (z,y).

En fisica'! también se habla de potenciales, concretamente se dice que un
campo de fuerzas F' admite un potencial si existe una funcion

U:QCR?> >R,

tal que,

F =VU, es decir, a—U:Pya—U:Q.
ox oy

Observamos que es la misma definicién que dimos de potencial.

En realidad en fisica, como deciamos antes, llaman potencial al opuesto de lo que se
llama potencial en matematicas. Es decir, en este caso, en fisica se dice que un campo F
admite potencial si existe U tal que F' = —VU. Hemos optado por mantener la definicion
de potencial con el convenio matematico, para que se vea la conexién con lo explicado en
el resto del tema.
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/
L]
» (-42) “2

(A1) (©1 (11 \
a
(-4,0) W (-1,0) (0,0) (4,0)
V;
A

(-1,-1) (O,
(4 -2) (#r2)

(0 -3)

4

Figura 3.2: Campos de fuerzas para F(z,y) = (y, —z).

Ejemplo 3.4.2. Para los ejemplos vistos mas arriba de campos de uer-
zas, vemos que F(x,y) = (z,y) st tiene un potencial: U(x,y) = = +y , ya
que VU (x,y) = (z,y) = F(z,y). Sin embargo, F(z,y) = (y,—x) no admzte
potencial, ya que si existiese U seria C*(IR?) y deberia verificarse

PU U
dydx  0xdy’

Pero,
0*U _orP GQ 0*U

8y8w dy 17 -1= T o Oxdy’
De nuevo vemos que para que exista el potencial debe verificarse la con-
dicién de exactitud (3.5)

orP  0Q

oy ox
Vamos a ver qué ocurre con el trabajo en un campo de fuerzas que admite
un potencial. Pero antes vamos a definir qué entendemos por trabajo.

Definicién 3.4.1 (Trabajo de un campo de fuerzas a lo largo de un
camino). Dado un campo de fuerzas F : Q C R* — R* y v : [a,b] — Q,
v € C'((a,b)), un camino, se define el trabajo del campo F a lo largo del
camino 7y como sigue:

T::/F dyz/ < F(y(s)),'(s) > ds. (3.10)
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Vamos a explicar mejor la férmula (3.10) para calcular el trabajo.

» Para cada s € [a,b] y(s) € Q, por tanto, podemos hacer F(vy(s)) y
obtenemos un vector de IR*. Y 7/(s) también estd en IR”.

= <, > representa el producto escalar.

= El trabajo es la energia necesaria para llevar una particula de un punto
a otro segun la fuerza ejercida y el camino elegido.

Veamos un ejemplo

Ejemplo 3.4.3. Consideramos el camino v(s) = (cos(s),sen(s)) con
s € [0,27], por tanto v'(s) = (—sen(s),cos(s)). Calculamos el trabajo de los
dos campos vistos en los ejemplos anteriores.

« Para F(z,y) = (z,y) € trabajo a lo largo de  cs
o= [T R > i
_ /0 " < (cos(s), sen(s), (— sens), cos(s)) > ds
- /O 7 (= cos(s) sen(s) + sen(s) cos(s)) ds — 0.

» Para F(x,y) = (y, —x) el trabajo a lo largo de v es

T = /0 ’ < F(7(9)),7'(s) > ds
= /0 ' < (sen(s), —cos(s)), (—sen(s),cos(s)) > ds
= /0 ’ (—sen(s)® — cos(s)?) ds = —2m.

x.y)
Ejercicio 3.4.1. Determina el traba-
jo que realiza un campo de fuerzas para
llevar una particula de (zo,yo) a (z,y) ¥z
segun el camino representado en el es-
quema de la derecha. or—
(Xo,Yo) Y1 (<o)

Probamos ahora un resultado interesante en fisica.
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Proposiciéon 3.4.1. El trabajo de un campo de fuerzas que admite un
potencial para llevar una particula de un punto (x1,y1) a otro (x2,ys) no
depende del camino elegido entre los dos puntos.

Demostracion. Recordamos que si F' admite un potencial, significa que
existe U tal que F' = VU. Usamos este potencial para calcular el trabajo
a lo largo de un camino cualquiera vy que cumple que vy(a) = (x1,11) ¥

V(b) = (1527 y2)~

1‘:!/<FW@%W$>dwi/<wawmhﬁ>@

_ / dU(1(s))

15 ds = U(y(b)) = U(v(a)) = Ulza, y2) — U(z1,11).

De este modo vemos que el trabajo soélo depende del valor del potencial en
los puntos (x1,y1) ¥ (72,%2). Y hemos acabado la demostracion'?. O
De este resultado obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.4.1. Si un campo de fuerzas admite un potencial, entonces
su trabajo a lo largo de cualquier camino cerrado es cero.

Demostracion. Que el camino sea cerrado significa que la curva v es
cerrada, es decir, y(a) = ~(b). Por tanto, por lo probado en la proposicién
anterior, se tiene:

b
7= [ < FO)7(s) > ds=UGr(b) = U(a)) =0,

Finalizando de este modo la demostracion. O

12Por si no quedan claros los pasos de la cadena de igualdades los justificamos. Deno-
tando «y en funcién de sus componentes v = (1, ¥2), obtenemos:

WO 2 0u(5)2a() = 20 4 200

ds () =< VU((5)),7'(s) > .

Por dltimo empleamos el teorema fundamental del calculo para llegar a

[ 0D 4y ) - v
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Se dice que un campo de fuerzas es conservativo'® si tiene un potencial,
y por tanto se conserva el trabajo a lo largo de los caminos entre dos puntos
dados; y en particular el trabajo es cero a lo largo de caminos cerrados.

Comentario 3.4.1 (Una idea para saber si un campo de fuerzas
no admite potenciales). El corolario anterior nos da la pista para saber si
un campo de fuerzas no admite potenciales. La idea es la siguiente: si encon-
tramos un camino cerrado de forma que el trabajo del campo de
fuerzas a lo largo dicho camino no es cero, entonces no admite po-
tencial; o si tomamos dos caminos distintos para unir dos puntos y
obtenemos trabajos distintos, entonces tampoco admite potencial.

Vamos a ver como aplicar la idea del comentario anterior a un ejemplo
concreto.

Ejemplo 3.4.4. Consideramos el campo de fuerzas F : Q — IR?, defini-
do en

1
Q—{(x,y)EIF{Q:Z<x2+y2<4}

y dado por F(z,y) = (P(x,y),Q(z,y)) con

P(z,y) = 2 Y Qlz,y) = PO

Consideramos el camino (s) = (cos(s),sen(s)) con s € [0,27] y calculamos
el trabajo a lo largo de él.

T = /OW<F(7(5)),7'(3)> ds

_ /0 " (COS(_SGH(S> cos(s) ),(—sen(s),cos(s)) > ds

5)? +sen?(s)’ cos(s)? + sen?(s)

2w 2 2 2m
_ / cos(s)® + sen?(s) :/ ds — 9
0 0

cos(s)? + sen?(s)

13Ser conservativo en un dominio sin agujeros es equivalente a que el rotacional
(V x F) sea cero. Es decir, el campo no produce rotaciones. Esto es as{ porque si

F(z,y) = (Fi(x,y), Fa(x,y)) su rotacional es (O,O7 %(x,y) - %(m,y)). Por ejemplo, si

F(z,y) = (x,y) surotacional es (0,0, 0), es conservativo. Sin embargo, si F(x,y) = (y, —x)
su rotacional es distinto de cero ya que es (0,0 — 2) y no es conservativo.
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¢ Qué conclusion sacamos? El campo de fuerzas no puede tener un potencial
asociado, porque el camino v es cerrado™, ya que v(0) = v(27), y el trabajo
a lo largo de él deberia ser cero, si existiese tal potencial.

Esto significa que no existe U tal que

Pero ... [fijate, P y Q cumplen la condicion de exactitud!

oP  —x*—y* 42y oy -2 2’4y -2 0Q

I e e L R T

joPor qué no existe un potencial?! La respuesta la encontramos si miramos
con detalle el dominio 2. Q) no es un dominio estrellado!, ya que es un anillo,
formado por las circunferencias de centro en (0,0) y radios 1/2 y 2.

Asi que con este ejemplo vemos un caso en el que con un dominio no
estrellado la condicion de exactitud no es suficiente. Vemos también que
el dominio considerado ni siquiera es simplemente conexo ya que tiene un
agujero.

Acabamos el tema con un comentario, que nos permitira entender mejor
como se encontro el potencial en la demostracién del teorema 3.2.1.

Comentario 3.4.2. Vamos a ver que el potencial que se define en la
demostracion del teorema 3.2.1 en realidad es el trabajo que realiza el cam-
po de fuerzas F(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) al llevar una particula del punto
(0,0) = z, (punto del que surgen todos los segmentos del dominio estrellado,
ver definicién 3.2.2) al punto (z,y), mediante el camino 7(s) = (s, sy) con

1Es una circunferencia de radio 1, centrada en (0, 0).
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A
e

| <Feo> i
- /01<F(sx,sy),(a:,y)> ds
/0 © P(sz, sy) ds + /OlyQ(sx7sy) ds

1 1
= SL’/ P(sx, sy) ds+y/ Q(sx, sy) ds
0 0
:= U(z,y) U definido en el teorema 3.2.1.

150bservamos que efectivamente, «y lleva el (0,0) al (x,y), ya que v(0) = (0,0) y (1) =
(z.y)-
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Sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales y
ecuaciones diferenciales lineales
de orden superior

En este cuarto tema vamos a seguir el siguiente esquema:
1. Introduccién:

= Ecuaciones lineales de orden superior y sistemas lineales

= Relacion entre ecuaciones lineales y sistemas lineales
2. Teorema de existencia y unicidad
3. El marco general: operadores diferenciales lineales
4. Ecuaciones lineales de orden superior
5. Sistemas lineales
6. Exponencial de una matriz
7. Demostracion del teorema de existencia y unicidad
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4.1. Introduccion

En este tema vamos a estudiar en profundidad la familia de ecuaciones
diferenciales lineales de orden superior y la familia de sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales. Concretamente, vamos a dar condiciones para ga-
rantizar la existencia de soluciones y a presentar métodos para encontrarlas.

Las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior tienen esta
forma

e O () + a1 (OzF V@) + . A a ()2 () + ao(t)x(t) = b(t). (4.1)

Los coeficiente ag,aq,...,ar_1,b son funciones continuas definidas en un
abierto de I CIR y k > 1 es el orden de la ecuacion.

Si b(t) = 0 decimos que la ecuacién es homogénea, en caso contrario
decimos que la ecuacion es no homogénea.
La ecuacién lineal estudiada en la seccion 2.7

2 (t) = a(t)x(t) + b

es un caso particular de la ecuacién general (4.1), con k = 1y ao(t) = —a(t),
es decir, es una ecuacion lineal de orden 1.

Comentario 4.1.1. Hemos escrito la ecuacion (4.1) con coeficiente 1 en
el término de orden superior. Se podria haber considerado cualquier funcién
continua no nula, a; y se mantiene todo lo que vamos a ver en este tema, ya
que se podria reescribir la ecuacién, sin mas que dividir por ay, al ser una
funcién no nula.

Por ejemplo: efa” +a'+tx = t2 se puede escribir como 2" +e~ 2’ +te tx =
t2et.

En el primer tema, en la seccién 1.2.1, vimos algunos ejemplos de ecuacio-
nes lineales de orden dos, como consecuencia de la Segunda Ley de Newton
(ver (1.5)). Un ejemplo cldsico de ecuacién de segundo orden es el oscilador
armonico.

Ejemplo 4.1.1. (Oscilador arménico) La ley de Hooke o de elasticidad
ayuda a entender como se separa un muelle de la posicion de equilibrio. La
ecuacion del movimiento del muelle, usando la Sequnda Ley de Newton, es
la siguiente:

(1) = —-a),
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siendo K > 0 la constante de elasticidad y m la masa del cuerpo que se pone
en el extremo del muelle. Observamos que en este caso k = 2, ag(t) = % es
una funcion constante y a1(t) = 0, porque no tiene término en x'.

Hay veces en las que una ecuacion de orden superior se puede reducir a
estudiar una ecuacién de un orden menor, veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.1.2. La ecuacion
2" () +a ()’ =0

se puede reducir a una de orden dos considerando y(t) = x'(t). De este modo
y"(t) = 2" (t) y por tanto

y'(t) + ar(t)y(t) = 0.
A la vista de este ejemplo podemos plantear el siguiente ejercicio.

Ejercicio 4.1.1. Demuestra que las funciones x(t) = Acos(t)+ Bsen(t),
con A, B € IR son solucion de la ecuacion

2 +x=0.
Encuentra soluciones, no constantes, para la ecuacion
2"+ =0.

En este tema vamos a estudiar un resultado de existencia y unicidad de
solucion para problemas de valores iniciales de la ecuacion diferencial lineal
de orden superior. Sabemos, por lo estudiado en temas anteriores, que no
siempre se tiene garantizada la existencia de solucién. Lo recordamos con
el siguiente ejemplo de un problema de valores iniciales en el que no hay
unicidad de solucién (por tanto no estard en las condiciones del teorema que
analizaremos en este tema).

Ejemplo 4.1.3. (Ejemplo en el que no hay unicidad de solucidn)

te! —x = 0

z(0) = 0.

Se puede comprobar sin demasiada complejidad que
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w 21(t) =t para todo t € R,
» 29(t) = —t para todo t € R,
» 23(t) =0 para todo t € R
son soluciones distintas del problema de valores iniciales planteado.

Ejercicio 4.1.2. (Ejemplo en el que no hay solucion ) Comprueba que
el siguiente problema de valores iniciales:

te! —x = 0

z(0) = 1

no tiene solucion.

En este tema vamos a estudiar también los sistemas lineales de ecuaciones
diferenciales, que tiene la siguiente expresion general

X'(t) = A(O)X (1) + B(?), (4.2)

donde la incégnita es un vector de funciones reales x; definidas en un intervalo
abierto I C R
1(t)
X(t) =1 : ,
wn(t)
A: T — RY x R" es la matriz de coeficientes y B : I — R" es el vector

que describe el término independiente de la ecuacién (4.2). Supondremos que
todas las funciones son funciones continuas en /.

Ejemplo 4.1.4.

{ i (t) = x(t) +taa(t) +1
zh(t) = e'xy(t) + sen(t)za(t) + cos(t).

En este caso la matriz de coeficientes es

Alt) = ( ; cenfl) >
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y el vector que determina el término independiente

50 = (L )

El sistema homogéneo asociado se obtiene prescindiendo del término inde-
pendiente, es decir,

{ Ty (t) =z (t) + twa(t)

xh(t) = etz (t) + sen(t)za(t).
4.1.1. La ecuacién diferencial lineal de orden superior

como un sistema lineal de ecuaciones

Vamos a comprobar que la ecuacion diferencial lineal de orden superior
se puede escribir como un sistema lineal de ecuaciones. Veamos cémo:
Partimos de la ecuacién lineal (4.1)

e () + ap_ (O)2E V@) + .+ a (D)2 () + ao(t)z(t) = b(t).

y consideramos el siguiente vector (de incégnitas para el sistema de ecuacio-
nes que le vamos a asociar):

x(k*l) (t)

Observamos que X es un vector de R¥, donde recordamos que k es el orden
la ecuacion lineal. Vemos que si 2:(¢) es solucion de la ecuacién lineal de orden
k (4.1), entonces X () es solucién del siguiente sistema

X'(t) = A(H)X (1) + B(1),

con la matriz de coeficientes

0 1 0o ... 0
0 0 1 ... 0
A(t) = : : P :
0 0 0o ... 1

—ap(t) —ai(t) ... ... —ag_1(t)
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y el vector que determina el término independiente

Veamos como ejemplo como escribir la ecuacién lineal de tercer orden como
un sistema:

Ejemplo 4.1.5. La ecuacion
" (t) + as(t)2" (t) + a1 ()" (t) + ao(t)x(t) = b(t).
la escribimos como un sistema, considerando el siguiente vector:

x(t)
X(@):= | 2'(t)
x//(t)

En este caso X es un vector de R* y es solucion del siguiente sistema

X'(t) = At)X(t) + B(t),

0 1 0
con la matriz de coeficientes A(t) = 0 0 1 y el vector
—ao(t) —ar(t) —as(t)
0
que determina el término independiente B(t) = 0
b(t)

Ejercicio 4.1.3. Escriben de forma matricial los ejemplos vistos mds
arriba.

Para acabar esta seccién vamos a recordar un ejercicio que ya planteamos
para la ecuacién lineal (ejercicio 2.8.3'). Ese ejercicio nos decfa que para
encontrar las soluciones de la ecuacion lineal completa:

2'(t) = a(t)x(t) + b(t)

'Recordamos que el ejercicio decia: Resuelve la ecuacion lineal completa empleando un
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basta con conocer una solucién particular suya, f(t) y todas las soluciones de
la, ecuacién lineal homogénea (2/(t) = a(t)z(t)). Asi, todas las soluciones de
la ecuacion lineal completa de orden 1 son de la forma (suma de soluciones
de la homogénea méas una solucién particular de la completa):

z(t) = Celio 1% 4 f(t), CeR.

Veremos, en este tema, que la forma de encontrar las soluciones de la ecuacion
lineal de orden superior y de los sistemas lineales sigue esta misma estrategia,
es decir, se resuelve la parte homogénea, se encontra una solucion particular
y se obtiene la solucién general de la completa sumando las soluciones de la
homogénea y una particular de la completa.

En este tema también, como hemos dicho més arriba, vamos a dar con-
diciones para garantizar la existencia y unicidad de solucion para problemas
de valores iniciales tanto para la ecuacién lineal de orden superior como

cambio de variable como el propuesto para la ecuacion de Riccati, conociendo una solucion
particular.  Solucién. Partimos de la ecuacién lineal completa

2/ (t) = a(t)x(t) + b(t).

Y supongamos que conocemos una solucién particular f(¢) y empleamos el cambio pro-
puesto para resolver las ecuaciones de Riccati:

Con este cambio obtenemos la siguiente ecuaciéon lineal homogénea

v —x @)+ () —a(t)z(t) — b(t) + alt) f(t) + b(t)
v = (z(t) — f(1))2 (z(t) — f(1))2 = —a(t)y(t),

que sabemos resolver y encontramos que

y(t) = Ke™ Jio “ods g e R

y por tanto, deshaciendo el cambio (z(t) = ﬁ + f(t)) encontramos que las soluciones de
la ecuacién lineal completa son de la forma

2(t) = Celo D% 4 f(1), con €= %
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para sistemas de ecuaciones lineales. Enunciaremos en la siguiente seccion
el resultado de existencia y unicidad y dejaremos para el final del tema su
demostracion.

Ejercicio 4.1.4. Demuestra que todas las soluctones de la ecuacion lineal
2'(t) = a(t)x(t) + b(t) son de la forma

z(t) = Celio ®&% 4 f(t), CEeR,

para f una solucion particular de la ecuacion.

4.2. Teorema de existencia y unicidad

En esta seccion vamos formular dos teoremas de existencia y unicidad
de solucién; uno para la ecuacion lineal completa y otro para los sistemas
de ecuaciones. Por lo visto en la introduccién es claro que el resultado para
los sistemas prueba como consecuencia el resultado para la ecuaciéon lineal
completa. Dejamos para el final del tema la demostracién de este teorema.

Teorema 4.2.1. Existencia y unicidad para la ecuacién lineal de
orden superior. Sean ag,ai,...,ax_1 € C(I), para I C R un intervalo
abierto, entonces existe una unica funcién x(t) € C*(I) que es solucidn del
problema de valores iniciales

{ B () + ap_ () E V(@) + .+ ar ()2 () + ao(t)z(t) = b(t)
x(to) = ag, 2'(to) = aq, ..., 3% D (tg) = gy,

para tg € I y ag,aq,...,a_1 € R dados.
A la vista de este resultado podemos hacer varios comentarios:

» Necesitamos k (orden de la ecuacién) condiciones iniciales, dadas en
términos de las derivadas sucesivas en el mismo punto ¢ty € 1.

= La existencia de la solucion se tiene en todo el intervalo I en el que
estan definidos los coeficientes de la ecuacién. Es decir, es un resultado
de existencia global?.

2Recuerda que con el teorema de la funcién implicita ddbamos un resultado de exis-
tencia local para las EDO exactas, para dar un resultado global tenfamos que trabajar
bastante mas.
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= El resultado no dice como encontrar la solucién, aunque cuando estu-
diemos la demostracion veremos que se puede encontrar un esquema
para aproximar la soluciéon tanto como se quiera.

Ejercicio 4.2.1. Determina si se puede aplicar o no el teorema anterior
a los siguientes problemas de valores iniciales:

1.
el (t) + ta'(t) + x(t) = sen(t)
z(0) =1, 2/(0) = 2, 2"(0) = 3.
2.
C(]///+ZE//+ZE:O
{ z(0) =1, z(1) =2, (3) = 4.
3.

x/// + x// + T = O
z(0) =1, 2/(1) =2, 2/(3) = 4.

Teorema 4.2.2. Existencia y unicidad para sistemas lineales.
Sean A € C(I, RMN) y B € C(I,RY), para I C R un intervalo abier-
to, entonces existe una tnica funcion (vectorial) X(t) € CY(I,RYN) que es
solucion del problema de valores iniciales

X'(t) = A()X(t) + B(t)
{ X(t()) == Xo,

para ty € I y Xy € RY dados.

Como hemos visto en la introduccién toda ecuacion lineal de orden superior
se puede poner como un sistema lineal. Por tanto la demostracion del teorema
4.2.1 es una consecuencia de la demostracion del teorema 4.2.2.

4.3. EIl marco general: operadores diferencia-
les lineales
Para entender mejor este tema vamos a comenzar situando el marco ge-

neral en el que nos vamos a mover, que es el de los operadores diferenciales
lineales.
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Tanto la ecuacién lineal de orden superior (4.1) como los sistemas lineales
(4.2) se pueden escribir y estudiar utilizando teoria de operadores lineales.

Vamos a considerar operadores lineales L entre dos espacios vectoriales
(sobre R) Vy V R
L:V—=YV.

Antes de seguir recordamos algunos conceptos:

= El operador L es lineal si se verifica

Llavy + bvy] = aLlvy] + bL[vs] Vv, € V yVa,be R.

= El nicleo del operador L, lo denotamos por KerL y se define como los
puntos v de V' en los que el operador se anula:

KerL={veV: Ljv] =0}.

Sabemos que KerL es un subespacio vectorial® de V. Por tanto, para
conocer el KerL basta determinar una base suya.

., Qué ejemplos de operadores lineales vamos a considerar en este tema? Dos
van a ser nuestros ejemplos; el operador que nos describe la ecuacién dife-
rencial lineal de orden superior y el operador que representa a los sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales.

Operador asociado a la ecuacion lineal de orden superior

Recordamos la ecuacion lineal de orden k (4.1)
2 (1) + ap_ () *F V@) + .+ ay (D)2 (1) + ag(t)z(t) = b(t).
A esta ecuacion le asociamos el operador

L:V = V
z(t) =  Llz(t)]

con

Liz(t)] == 2® () + ap_1 ()" V() + ...+ ar ()2 (t) + ap(t)x(t),  (4.3)

3Podrfas comprobarlo como ejercicio.
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(fijate que hemos quitado el término independiente) y los espacios V' = Ck(I)
yV=C().

Es claro que es un operador lineal*. Y una propiedad clave en este tema
es la siguiente:

El nticleo de L son las soluciones de la ecuaciéon homogénea

e ® () + ap_ (O)zF V(@) + . a ()2 () + ao(t)z(t) = 0.
Es decir,
KerL = {z € C*(I) : 2™ + a1 ()a* D + ...+ ay(t)2’ + ap(t)z = 0} .

Y como consecuencia concluimos que encontrar las soluciones de la ecuacion
lineal homogénea es equivalente a determinar el nicleo de L.

Por otro lado, encontrar las soluciones de la ecuacién lineal completa se
traduce en encontrar las funciones z € V = C*(I) tales que su imagen por
L sea b, es decir, tales que L[z] = b.

Ejemplo 4.3.1. La ecuacion ' + x =t se escribe en términos de ope-
radores como L{[z| =t, con

L:C'R) — C(R)
r +— Llz(t)] =2'(t) + z(t).
Es decir, se trata de encontrar las funciones x de clase C*, tales que al
aplicarles L da la funcién t. Por ejemplo L[t — 1] = t y por tanto z(t) =
t — 1 es una solucion de la ecuacion completa. Comprobamos también que
Lle7"+t—1] =t y por tanto x(t) = e”" +t — 1 también es una solucion de
la ecuacion completa.

Ejercicio 4.3.1. Sea
L:C*I) —
T
Determina L[f(t)] para:
1. f(t)=t.
2. f(t) = cos(t).
¢ Podrias encontrar una solucion de la ecuacion x”(t) + sen(t)z'(t) + x(t) =
t+sen(t)? sy de la ecuacion x”(t) + sen(t)a’(t) + x(t) = sen(t) +t — sen?(t) ?

4Podrias hacerlo como ejercicio.
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Operador asociado a los sistemas de ecuaciones diferenciales linea-
les

Para los sistemas lineales (4.2)
X'(t) = A(W)X(t) + B(®),

les asociamos el operador

L:V — V
X(t) = L[X(1)]
LIX(@#)] = X'(t) — A(H)X (1) (4.4)

y los espacios V' y V son:
V=CYI,RY)y V =C(I,R").

Es claro que es un operador lineal®. Como en las ecuaciones lineales de orden
superior:

El nicleo de L son las soluciones de la ecuacion homogénea
(sistema homogéneo)

Es decir,
KerL = {X € C'(I,RY) : X'(t) — A()X(t) = 0.} .

Y como consecuencia concluimos que encontrar las soluciones de la ecuacion
lineal homogénea es equivalente a determinar el niicleo de L.

Por otro lado, encontrar las soluciones de la ecuacion lineal completa se
traduce en encontrar las funciones X € V = C'(1,RY) tales que su imagen
por L sea B, es decir, tales que L[X]| = B.

Ejercicio 4.3.2. Escribe, empleando el operador apropiado, los ejemplos
de sistemas lineales que hemos estudiado, hasta el momento, en este tema.

5Podrias hacerlo como ejercicio.



4. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales y ecuaciones
diferenciales lineales de orden superior 107

Dimensién del nticleo del operador diferencial para los sistemas
lineales (y las ecuaciones lineales de orden superior)

Para conocer el niicleo de un operador es necesaria determinar su dimen-
sién para de este modo poder encontrar una base. Vamos a determinar la
dimensién de los nucleos de los dos operadores que nos interesan ((4.3) y
(4.4)). Vamos a comenzar por el operador (4.3)

L:CHMI) —
z(t) —

Llz(t)] == 2™ @t) + a1 ()z* V(@) + ...+ ay ()2 () + ao(t)z(t).

Para estudiar la dimensiéon del Kerl vamos a usar el teorema de existencia
y unicidad de solucion 4.2.1, para definir y analizar la siguiente aplicacion:
fijado ty € I
®,, : KerL — RF
l’(to)
ZL‘, t[)
x(t) — , (fo)

x(k_l)(to)
Esta aplicacién lo que hace es que para cada solucién del problema de la
ecuacién homogénea L[z] = 0, le asigna su dato inicial (asociado al valor que

toma en ty). Vamos a demostrar que @4, es un isomorfismo lineal y por tanto
la dimension de KerL es k:

dim(KerL) = dim(IRF) = k.
Comprobamos que efectivamente es un isomorfismo:
» &, es lineal®, ya que:

(I)to(x + y) = Dy, (ZE) + Oy (y) y q)to(/\m) = /\(I)to(x)'

5Puedes comprobarlo como ejercicio.
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» O, es inyectiva, ya que si &, (x) = Py (y) significa que = e y son
soluciones de la ecuacién homogénea (por estar en el nicleo de L) y
tienen la misma condicién inicial. Por tanto, concluimos que z = y,
porque sabemos que la solucion es tnica.

&%)

aq
» ®, es sobreyectiva, ya que dado un vector | | , por el teorema

a1
de existencia, sabemos que existe 2 solucién de la ecuacién homogénea
)
que tiene como dato en %, ese vector dado.

Razonando de forma andloga, para el operador (4.4)

L:C(I,RY) — C(,RY)
X(t) — LIX(t)]
Lz(t)] == X'(t) — A(t) X (t)

podemos demostrar que la dimension del KerL es N, usando para ty € [ el
isomorfismo”:

®,, : KerL — RN
X(t) = X(t).

Por tanto, resumiendo hemos demostrado que:

» La dimension del nicleo del operador diferencial de la ecuacion lineal
de orden superior es k (orden de la ecuacién). Es decir, el espacio de
soluciones de la ecuacion lineal homogénea tiene dimensién k.

» La dimension del ntcleo del operador diferencial del sistema lineal es
N (nimero de ecuaciones e incégnitas del sistema). Es decir, el espacio
de soluciones del sistema lineal homogéneo tiene dimensién N.

Llegadas® a este punto, una de las preguntas claves de este tema es la si-
guiente:

"Puedes comprobar como ejercicio que es un isomorfismo.
8las personas que estamos leyendo estas notas.
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,Cémo podemos encontrar una base del espacio de soluciones de
la parte homogénea?

En esta seccién recordaremos algunos conceptos generales necesarios para
determinar una base. Y dejaremos para las secciones siguientes la busqueda
de las bases para los casos concretos que nos ocupan; ecuaciones lineales de
orden superior y sistemas lineales.

Recordamos que para encontrar una base de un subespacio vectorial, bas-
ta con encontrar tantos vectores linealmente independientes como dimension
tenga el espacio. En este tema el espacio de vectores con el que estamos tra-
bajando en los dos ejemplos que nos ocupan (ecuaciones lineales de orden
superior y sistemas lineales) son funciones. Vamos a representar por F' el
espacio de funciones, tanto las funciones que salen de I y llegan a IR, como
las funciones de I en RY.

Definicién 4.3.1. Dadas fi,..., f, € F decimos que son funciones
linealmente independientes si cumplen lo siguiente:

Si > Nfilt)=0 VteI=X=0 Vi=1, ..n
=1

Senalamos que para las funciones decir que una combinacién lineal de
ellas es cero, > | A\;f; = 0, significa justamente que > | A;f;(t) = 0 para
todo” ¢ en el dominio de definicién de las funciones.

En la siguiente seccién vamos a ver como encontrar bases de las partes
homogéneas de la ecuacion diferencial lineal de orden superior y del sistema
de ecuaciones diferenciales lineales. Para acabar esta seccién vamos a ver
cémo es la estructura de las soluciones del modelo completo.

Estructura de las soluciones de la ecuacién (o sistema) completo

Consideramos el problema completo, que en general, escribimos como
sigue:

Llz]=b con L:V V.

En este marco general las soluciones son los vectores r de V cuya
imagen por el operador lineal L es b. Y como L es un operador lineal

9perdonad el abuso de la negrita, pero es importante que esto quede claro.
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podemos comprobar!’:
Soluciones de la completa = {x € V' : L[z| = b} = x, + KerL, (4.5)

donde z, es una solucién particular de la ecuacién completa L{x] = b. Esto
nos dice que el conjunto de soluciones de la completa forman un subespacio
afin paralelo al subespacio vectorial KerL. Y nos da una estrategia para
encontrar todas las soluciones de la ecuacién L[x] = b:

1. Encontramos una base para KerL, es decir, determinamos el subespacio
de soluciones de la parte homogénea (L[x] = 0).

2. Encontramos una solucion particular de la completa, es decir, encon-
tramos una z, tal que L[z,] = b.

3. Todas las soluciones de L[z] = b se obtienen con los dos pasos anterio-
res, ya que todas las soluciones son de la forma:

xp, + combinacién lineal de elementos de una base de KerL.

Ahora podemos entender mejor el comentario que hicimos sobre el ejercicio
2.8.3, al final de la introduccién del tema, ya que acabamos de probar que
todas las soluciones de la ecuacién completa se construyen como suma de las
soluciones de la homogénea y una particular.

Ejemplo 4.3.2. Analizamos 2" + x = t2.
Para esta ecuacion L[x] = 2" + x y b(t) = t*. Por el momento no sabemos
determinar una base de la parte homogénea x" + x = 0, pero si sabemos que
esa base tiene que tener dos elementos porque la dimension de KerL es 2
(orden de la ecuacion). Puedes comprobar que cos(t) y sen(t) son soluciones
de la parte homogénea y son linealmente independientes, por tanto, forman
una base de la parte homogénea, es decir,

{x € C*(I) : 2" + 2 =0} = {acos(t) + bsen(t) : a,b € R}.

Por otro lado, también puedes comprobar que x,(t) = t* — 2 es una solucidn
particular de la completa, es decir, Llx,(t)] = t*. Siguiendo la estrategia de
arriba, concluimos que las soluciones de " + x = t* son el subespacio afin:

{t* —2+acos(t) +bsen(t) : a,b € R}.

10Podrias hacerlo como ejercicio.
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Ejercicio 4.3.3. Determina la solucion del problema de valores iniciales:
" 4 =12
z(0) = 2/(0) = 0.

Para concluir esta seccién vamos a senalar otra propiedad importante de

los operadores lineales: el principio de superposicién!.

Principio de superposicion

Consideramos A\; € R, con 2 =1,...,n y la ecuacion
Llz] =) Aib = b,
i=1

entonces encontramos soluciones de dicha ecuaciéon conociendo soluciones de
las ecuaciones L|x;] = b; con i = 1,...,n. Concretamente, si ; es solucién
de L[x;] =b; con i =1,...,n, entonces

n
T = g AiZi
i=1

es una solucién de la ecuacién L]z| = b.Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.3.3. La ecuacion " +x = 2t> 4 5e' la podemos analizar em-
pleando el principio de superposicion. Para ello analizamos dos ecuaciones:

1. 2" +x=1t%
2. 2" +x=c¢e.
La primera la hemos estudiado en el ejemplo anterior y sabemos que todas
las soluciones son de la forma
{t* —2+acos(t) +bsen(t) : a,b € R}.

’ ., . t
Para la sequnda sélo nos falta encontrar una solucion particular, z,(t) = S

., . . " _ it
es una solucion particular ya que verifica que x,(t) + x,(t) = e'. Por tanto
todas las soluciones de la ecuacion " + x = €' son

t
{% + acos(t) + bsen(t) : a,b € IR}.

H1Podrias comprobarlo como ejercicio.



112 4.4. Ecuaciones lineales de orden superior

Podemos usar ahora el principio de superposicion, para encontrar una So-
lucion particular, y concluir que las soluciones de la ecuacion de partida
2" 4+ x = 2t% + 5e! son

t
{2(252 —2)+ 576 +acos(t) + bsen(t) : a,b € ]R} :

En las siguientes secciones vamos a ver cémo aplicar todo lo estudiado
en esta seccion a las ecuaciones lineales de orden superior y a los sistemas
lineales.

4.4. Ecuaciones lineales de orden superior

En esta seccion vamos a ver métodos para encontrar las soluciones de la
ecuacion lineal de orden superior (4.1), cuya forma es:

2 (1) + ap_ () F V(@) + .+ ay (D)2 (t) + ap(t)z(t) = b(2).
Recordemos lo que sabemos:
» Debemos encontrar el espacio de soluciones de la homogénea:
28 (1) + ap_1 () 2* V() + . F ay (D)2 (t) + ap(t)z(t) =0
y una solucion particular de la ecuacién completa.

= El espacio de soluciones de la homogénea es el nicleo del operador
diferencial lineal L{z] = 2™ (t) + ap_1()z* D (t) + ... + ay(t)2'(t) +
ao(t)z(t), que tiene dimension k (el grado de la ecuacion).

{Coémo encontrar una base de la ecuacion homogénea?

Para responder a esta pregunta primero vamos a dar un criterio para
determinar si k£ funciones del Kerl forman una base de KerL. Antes de eso
vamos a dar una definicién.

Definicién 4.4.1. (Wronskiano de n funciones de clase C"~1(I)). Sea I

un intervalo abierto de Ry fi,..., fn : I — IR funciones de clase C"(I),
se define su Wronskiano como sigue
fi(t) oo fa(t)

fi(t) e St

W (fr - fa) () = (4.6)
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Ejemplo 4.4.1. Consideramos fi(t) = cos(t) y fa(t) = sen(t).

cos(t)  sen(t)

—sen(t) cos(t) = cos(t)*+sen(t)? = 1.

Ji(t)  fa(t) ‘
W 5 t — =
U 2YO= ) 1)
Vamos a ver en la siguiente proposicién que el hecho de que el Wronskiano
sea distinto de cero en un ¢t € I implica que las funciones son linealmente
independientes. Esto nos dira, para el ejemplo anterior, algo que ya sabiamos:
cos(t) y sen(t) son linealmente independientes.

Proposiciéon 4.4.1. Sea I un intervalo abierto de Ry fi,..., fn: 1 —
R funciones de clase C"1(I) tales que:

dtel talque W (fi,...,[fa)(t)#0,

entonces f1,..., fn son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos una combinacion lineal de las funciones da-
das igual a cero

AMAG) + .+ Mfut) =0 ViEel

Como las funciones son de clase C"~!(I) podemos derivar la igualdad ante-
rior n — 1 veces y encontramos el sistema lineal siguiente de orden n, cuyas
incégnitas son \; coni=1,...,n—1:

MAWE) e NS =0

MO+ ) =0

Vemos que el determinante de la matriz de coeficientes es el Wronskiano,
W (f1,..., fa) (t). Y por hipétesis sabemos que existe un ¢t € I de forma que
W (fi,..., fa)(t) # 0. Por tanto el sistema es compatible determinado, y
existe una unica solucion y de este modo probamos que

AM=...=X,=0.

Luego concluimos la demostracién, ya que esto prueba que fi,..., f, son
linealmente independientes. O
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Ejercicio 4.4.1. Prueba que las funciones
A =150 =t () =, fu(t) =t"'}
son linealmente independientes.

iAlerta! 4.4.1. Es importante leer bien la proposicion. Dice que si existe
un t para el que el Wronskiano no sea cero, entonces son linealmente inde-
pendientes. Pero ojo, no dice que si el Wronskiano es cero en todo I, entonces
son linealmente dependientes. Convéncete de esto haciendo el siguiente ejer-
cicio.

Ejercicio 4.4.2. Sean I = (—1,1), fi(t) = t* y fo(t) = 2|t|t. Comprue-
ba:

1. W(fi(t), f2(t)) = 0 para todo t € I.

2. f1(t) y fa(t) son linealmente independientes.

En este ambiente se suele hablar de sistemas fundamentales para nombrar
a una base del KerL.

Definicién 4.4.2 (Sistema fundamental). Un sistema fundamental de la
ecuacién lineal de orden superior (4.1) es una base del espacio de soluciones
de su ecuacién homogénea, es decir, una base del nicleo del operador lineal
asociado L.

El siguiente teorema nos ofrece una caracterizacién de las bases del KerL.
Teorema 4.4.1. Sean f1,..., fr € KerL. Son equivalentes:

1. fi,..., fr es un sistema fundamental.
2. W(f1,.--, fx)(t) # 0 para cada t € 1.
3. Eziste un to € I tal que W(f1,..., fx)(to) # 0.

Demostracion. Vamos a probar que 1. implica 2. Para ello fijamos un
t € I y construimos el isomorfismo que ya hemos estudiado

®, : KerL — RF
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Sabemos que los isomorfismos llevan bases en bases, por tanto como por 1.
{f1,..., fx} es una base, tenemos que {®;(f1),...,P:(fx)} es una base de
R*. Eso significa que {®(f1),...,®;(fx)} son vectores de IR* linealmente
independientes, por tanto el determinante de la matriz que se construye con
ellos es distinta de cero, pero ese determinante es el Wronskiano:

e
: : ‘(¢ AL
D) o lfalt) | = | o =W (i o).
| 5 ORI a0

2. implica 3. es obvio. Y finalmente 3. implica 1. es consecuencia de la pro-
posicién 4.4.1 y de que la dimensién del nticleo de L es k, por tanto por ser
linealmente independientes las funciones y ser k funciones en KerL deben
formar una base del nicleo. Y concluimos de este modo la demostracion. [J

Fijate que este teorema lo que nos dice también es que si fi,..., fr son
soluciones de la ecuacion homogénea, entonces ocurre una de estas dos cosas:

s W(f1,...,fx)(t) # 0 para todo t € I, y por tanto son un sistema
fundamental.

» W(fi1,..., fx)(t) = 0 para todo t € I, y por tanto no forman una base
del KerlL.

Ejercicio 4.4.3. Comprueba que fi(t) = |t|> y fa(t) = 2t3:
1. Son linealmente independientes.

2. W(f1, f2)(t) =0 para todo t € R.

3. fi1 y fo son soluciones de la ecuacion t?x" — 6x = 0.

Lo que has probado sentra en contradiccion con el teorema 4.4.1¢% Razona tu
respuesta.

Hay una férmula muy interesante que nos permite determinar el Wronskiano
de k funciones del KerL, fi,..., fr € KerL, conociendo su valor en punto
to € I y el coeficiente ap_, de la ecuacién. Esta formula es la férmula de
Liouville:

W(Fis o)) = W(F1 oo fi)(to)e o™ % con ttyel. (47)
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Ejercicio 4.4.4. Demuestra la formula de Liouville comprobando que
W(fi,..., fe)(t) es la inica solucion del problema de valores iniciales:

{ y'(t) = —ar_1(t)y(t)
y(to) =W(f1,..., fr)(to).

Vamos a ver distintas estrategias para encontrar una base de la
ecuacion homogénea.

Reduccion de orden.

Supongamos que tenemos la ecuacion de segundo orden:

2" + a1 (t)x’ + ap(t)z = 0. (4.8)

Supongamos que conocemos una solucién no cero fi(t) # 0 de la ecuacion.
Como la dimensién del espacio de soluciones sabemos que es 2 (orden de la
ecuacién), nos falta otra solucién que sea linealmente independiente con f;
y que vamos a llamar f,. Como f; y f; son linealmente independientes, la
funcion u(t) := fo(t)/ f1(t) es no constante, ya que si fuese una constante f;
y fo serian linealmente dependientes.

Buscamos u para que f; sea solucién de (4.8). Derivamos fo(t) = u(t) f1(1):

fat) = ' (8) fu(t) + u(t) f1(2)

entonces

y (1) = " () f(t) + u' () f1(2) + ' (8) f1(2) + u(t) (1)
Como f; es solucién debe cumplirse:

u'fy+d fl+Hd f Fuf) +a (W fL+uf]) + agufi =0,

que podemos escribir agrupando

u"fi + U (2f] +anfi) Fu(ff + +afi +aofi) =0,
y como fi es solucién fi’ + +ay f] + aofi = 0 y obtenemos:

u’fi + 4 (2f] +aifi) = 0.

Vemos que si llamamos w = ¢’ la ecuacién anterior es una ecuacion de primer
orden que sabemos resolver:
f/
1

w'fi +w2f] +arfi) =0=w = —w( E—l—al).
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Y encontramos de esta forma el segundo elemento de una base para el subes-
pacio de soluciones de la ecuacién homogénea de orden 2 (4.8), resolviendo
la ecuacién para w y encontrando una primitiva suya u'?:

e—fal(t) dt

fo(t) = f1(?) N0 dt.

Vamos a aplicar este proceso al siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4.2. Consideramos la ecuacién " — x = 0. Vemos que
f1(t) = €' es solucion y buscamos otra solucidn fo de la forma

fa(t) = u(t) f1(t)

que forme con f1 una base del espacio de soluciones. Imponemos que fo sea
solucion y llegamos a que

u"fy +u fi A f] +uf] —uf; = 0.
Como f1 es solucion obtenemos
u' fi +2u' f] = 0.

Y llamando w = u' llegamos a que

A i) — e
= 20 = e =k

w'(t) = —2w(t)

—2t

k
y por tanto u(t) = [w(t) dt = — C 4 ¢ De esta forma podemos tomar
k=—2yc=0y considerar u(t) = e=* de tal forma que fo(t) = u(t) f1(t) =

12Podrias hacer como ejercicio los detalles necesarios:
= Resuelve la ecuacién para w.
= Determinar u.

= Comprueba que la funcién f; encontrada es solucién de la ecuacién lineal de segundo
orden (4.8).

= Comprueba que {f1, f2} es una base del espacio de soluciones de la ecuacién lineal
de segundo orden (4.8).
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t -t
e~t. Comprobamos que W (fy, f2)(t) = ‘ Et e_e_t =—-1-1=-2#0y

por tanto f1 y fo forman una base del espacio de soluciones de la ecuacion,
de modo que todas las soluciones son de la forma:

{aet—i-be_t ca,be ]R}.

La féormula de Liouville también nos ayuda a reducir el orden de la ecua-
cion. Puedes verlo haciendo el siguiente ejercicio:

Ejercicio 4.4.5. Dada la ecuacion 2" —x = 0 y sabiendo que fi(t) = ¢’
es una solucion suya, encuentra otra solucion fo linealmente independiente
con f1 empleando la formula de Liouville

W(fla s >fk)<t) = W(fb - '7fk)(t0)€_ftt0 tei(s) ds con tatO € [7

siendo I el intervalo abierto de definicion de fi y fa. ;Forman fi y fo una
base del espacio de soluciones de la ecuacion?

Vamos a estudiar ahora el caso de las ecuaciones lineales homogéneas con
coeficientes constantes, para las que es facil determinar sus soluciones.
Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes

Consideramos la ecuacién lineal homogénea de coeficientes constantes;
a; € Rparai=0,...,k—1

e® (1) + ap_12* V() + ..+ a2’ (t) + agz(t) = 0. (4.9)

Para determinar las soluciones de esta ecuacidén estudiamos una ecuacion
algebraica auxiliar llamada ecuacion caracteristica:

mP + ap_ym N+ aym 4 ap = 0. (4.10)

Esta ecuacion surge al suponer que buscamos soluciones de la ecuacion ho-
mogénea (4.9) de la forma e"™. Si imponemos que e sea solucién de (4.9)
encontramos:

elm (mk + a4+ am + ao) =0.

Y puesto que €™ # 0 concluimos que €™ serd solucién si se verifica la
ecuacion caracteristica.
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Vamos a comenzar estudiando el caso particular de la ecuacion de se-

gundo orden
2" (t) + ar 2’ (t) + apx(t) = 0,

cuya ecuacion caracteristica asociada es:

m2—|—a1m+a0:0.

En este caso particular la ecuacién caracteristica es una ecuacion de segundo

grado, que sabemos resolver y encontramos que las soluciones son:

—al—\/a§—4ao e —al—ﬂ/a%—élao
g = —> 1

» Dos soluciones reales distintas: m; = ——%5"——1y
si a? —4ag > 0.

= Una tnica solucién: m = —%, si af — 4ag = 0.

. . . —a1—i4/4ap—ay
= Dos soluciones complejas conjugadas: m; = ——5——

fa1+i\/4aofa2 .
—17 S1 CL% —4@0 < 0.

2

)

y mg =

Esta informacion nos permite encontrar una base para el espacio de soluciones

de la ecuacién lineal homogénea:

= Caso a3 —4ay > 0. Como encontramos dos soluciones reales de la ecua-

—a1—\/a§——4ao o —a1+\/a§——4ao

cién caracteristica (m; = ——5+—— y my = ——5+——) descubri-

tm1 y gtma d luci del i6n lineal h ¢
mos que €™ y "2 son dos soluciones de la ecuacion lineal homogénea
y ademéds sabemos!® que son linealmente independientes, por tanto

{etml , 6tm2 }

es un sistema fundamental, es decir, es una base del espacio de solucio-

nes de la ecuacién homogénea de orden 2.

= Caso a? — 4ap = 0. En este caso sélo encontramos la solucién €™ con
m = —4%. Por tanto para encontrar otro elemento de la base debe-
mos encontrar otra solucién (que sea linealmente independiente con la

13Puedes comprobarlo calculando su Wronskiano y utilizando los resultados estudiados.
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anterior). Razonando como hemos visto mas arriba, mediante un ar-
gumento de reduccién de orden'* encontramos la solucién te'™ y por
tanto el sistema fundamental

{etm’ t@tm}

» Caso a?—4ag < 0. En este caso las dos soluciones complejas conjugadas:

—a1—1 4ao—a% —a1+in /4ao—a%
—5 — YMa = ——65——

{6tm17 6tm2} )
Recordando la férmula de Euler tenemos

tfalfi\/élaofa% apt

my = se traducen en que

™ =e'" 2 =e 2 (cos(ta) —isen (ta))
y
e = etw =¥ (cos (ta) + isen (tar))
con o = @. Encontramos de este modo soluciones complejas,

pero queremos encontrar un sistema fundamental real, no complejo.
Vamos a ver como obtener una solucion real de la ecuacion conociendo
una solucién compleja. Supongamos que una solucién compleja z(t) =
R(t) +il(t), con Ry I funciones reales (correspondientes a las partes
reales e imaginarias), entonces:
0 = (R(t)+iI(t)" 4+ ar(R(t) + iI(t)) + ao(R(t) + iI(t))
= R”(t) + alR’(t) + a0R<t) +1 ([”(t) + CL1[’(t> + aof(t)) .

Sabemos que para que dos ntimeros complejos sean iguales es necesario que
ambos tengan iguales partes reales e imaginaria. Por tanto concluimos que

0 = R'(t) + a1 R'(¢) + aoR(t)
0 =I"(t) + ar I'(t) + agl (1),

es decir, las partes reales e imaginarias también deben ser solucion de la
ecuacion. Volviendo entonces a {e' €2} . encontramos que

{_alt (t 4a0—a%> gt (t 4a0—a%>}
e cos | ———— |,e Fsen | ————

es un sistema fundamental para la ecuacion lineal homogénea de orden 2.

4 Compruébalo como ejercicio.
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Ejercicio 4.4.6. Encuentra un sistema fundamental para:
1. 2" 4+ 22 + 2 =0.
2. 2"+ 22 +4x = 0.

Encuentra la solucion de los problemas iniciales asociados con dato inicial
z(0) =2y 2/(0) = 1.

En general para la ecuacién de orden k se tiene el siguiente resultado (ver
[1])

Teorema 4.4.2. Si mq,...,m, son r raices distintas de la ecuacion

caracteristica asociada a la ecuacion lineal homogénea de orden k con coefi-
cientes constantes y q; es la multiplicidad de m; entonces

{the™t: 1=0,...,¢;—1, i=1,...,7}
son soluciones de la ecuacion homogénea y ademds son linealmente indepen-
dientes.

Ejemplo 4.4.3 ((Extraido de [8])). 1. Analizamos la ecuacion de ter-
cer orden
2" + 32" — 42 = 0.

Su ecuacion caracteristica asociada es
m>+3m?—4=0.

Es una ecuacion de tercer orden, pero tenemos suerte y encontramos
soluciones enteras; m = 1 es una solucion. Asi que podemos dividir el
polinomio por m — 1 y encontramos que

m?® 4+3m? —4=(m — 1)(m* +4m +4) = (m — 1)(m + 2)%

Vemos de este modo que tenemos dos raices: my = 1 y my = —2 (es
decir, en el teorema 4.4.2 r = 2) y las multiplicidades, respectivamente,
son: g1 =1 y qo = 2. El teorema 4.4.2 nos dice entonces que

{et7 672157 t672t}

son soluciones de la ecuacion homogénea y ademds son linealmente
independientes. Por tanto,

{€t7 6_2t, t6_2t}

es un sistema fundamental.
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2. Consideramos ahora la ecuacion de cuarto orden
@ 422" + 2 =0.
Su ecuacion caracteristica es
m* 4+ 2m* +1 =0,
que podemos escribir también como
(m®+1)* =0,

y descubrimos que tiene dos raices complejas: my =1 ymy = —i (r = 2)
con multiplicidad dos en ambos casos (1 = q2 = 2). En este caso el
teorema 4.4.2 nos dice que

{eit’ teit, e*it, te*lt}

son soluciones de la ecuacion homogénea y ademds son linealmente
independientes. Pero también sabemos que las partes reales e imagina-
rias de cada solucion compleja también son soluciones, lo que nos hace
concluir que

{cos(t),t cos(t),sen(t), tsen(t)}

es un sistema fundamental (de soluciones reales).

Ejercicio 4.4.7. Encuentra un sistema fundamental para la ecuacion
@ — 22" 4 22" — 2" + 2 =0.

{Coémo encontrar una solucion particular de la ecuacién completa?

En la seccion anterior vimos que las soluciones de la ecuacion lineal de
orden superior (4.1) se construfan con un sistema fundamental (es decir,
una base de la ecuacién homogénea) y una solucién particular de la ecuacién
completa (ver (4.5)). La primera parte (encontrar un sistema fundamental) ya
la tenemos clara, vamos a ver ahora cémo encontrar una solucién particular.

Vamos a ver dos estrategias distintas para encontrar una solucién parti-
cular de la ecuacion completa: el método de los coeficientes indetermi-
nados y el método de variacién de constantes.

M¢étodo de los coeficientes indeterminados.-
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La idea de este método es buscar soluciones particulares de la ecuacion
(4.1) dentro de la familia de funciones a la que pertenece su término inde-
pendiente (b(t)).

Vamos a ver la idea con unos ejemplos.

Ejemplo 4.4.4. 1. Vamos a buscar una solucion particular para la
ecuacton
' —x =141

En este caso, b(t) = t> + 1 forma parte de la familia de polinomios,
entonces vamos a buscar una solucion particular de la forma

x,(t) = At> + Bt + C.

Esto significa que debemos determinar los coeficientes'> A, B y C para
que x, verifique la ecuacion, es decir, debe cumplirse

ahy—x,=t"+1= 24— (AP + Bt +C) =t* + 1.
Llegamos entonces a una igualdad de polinomios
—AP - Bt+ (2A-0)=t"+1= —-A=1, B=0, (24-0) =1,

y por tanto x,(t) = —t? — 3 es una solucién particular de la ecuacion
completa.

2. Consideramos la ecuacion
:E”—a::et(t2+1).

En este caso b(t) = e'(t* + 1) es un producto de un polinomio por la
funcion exponencial, por lo que podriamos buscar una solucion parti-
cular de la forma x,(t) = €' (At + Bt + C), pero jfijate lo que pasa!
Debe cumplirse
2
ay—ax,=e (£ +1),

entonces

ah —x, = 2¢' (2At + B) + e2A = €' (1? + 1),

5Fijate que por eso se llama método de los coeficientes indeterminados.
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es decir,

' (4At + 2B +2A) = ¢ (£ + 1)
Y la ultima igualdad no se puede dar porque el polinomio de la izquierda
tiene grado 1 vy el de la derecha grado 2. Esto nos sirve de ejemplo para
ver que mo siempre se puede encontrar una solucion particular en la

familia que queremos'S.

Sin embargo, aunque
xy —x, =€ (2(2AL + B) +24) = ¢ (£ + 1)

no se pueda cumplir, si nos da la pista para pensar que debemos consi-
derar una solucion particular con un polinomio de grado tres en lugar
de dos, es decir, de la forma:

z,(t) = '(At® + Bt* + Ct + D).
Repite las cuentas y descubrirds una solucion particular en esa familia.

La idea en general de este método es la que hemos reflejado en los ejem-
plos; fijar una familia de funciones, en la que se encuentra el término inde-
pendiente de la ecuacién (b(t)), y determinar los coeficientes para que una
funcién de esa familia verifique la ecuacion completa.

Método de variacion de constantes.-

Este método ya lo analizamos en el caso de la ecuacion lineal de orden
1. La idea es buscar soluciones particulares que tengan una forma parecida
a las soluciones de la homogénea. Vamos analizar el caso de la ecuacion de
segundo orden:

2"(t) + a1 ()2’ (t) + ao(t)z(t) = b(t).

Supongamos que {fi(t), fo(t)} es un sistema fundamental para la ecuacién
homogénea. Sabemos que todas las soluciones de la ecuacién homogénea (es
decir, la ecuacién con b(t) = 0) son de la forma

c1f1(t) + cofo(t) con cq,co € R.

La idea de este método es buscar soluciones particulares de la forma

1y(t) = c1(t) f1(t) + ca(t) fo(2),

6como era de esperar.
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pero en este caso con ¢;(t) y co(t) funciones. Es decir, se trata de determinar
c1(t) y co(t) para que x,(t) = c1(t) f1(t)+ca(t) f2(t) sea solucién de la ecuacion.
Derivamos por tanto z, y encontramos:

(1) = () [1(t) + e (D) f1(1) + ¢5(0) fa(t) + ea(t) f5(2).

Vamos a suponer la siguiente condicion de ligadura para c¢; y ¢y

A(t)f1(t) + () f2(t) = 0 (4.11)

Entonces tenemos que

z,(t) = c1(t) f1(t) + ca(t) fo(t)

y por tanto

(1) = (0 f1() + 1 (D) 1 (1) + 2 (8) f5(8) + ca(t) f2(2)-

Si imponemos ahora que x, sea solucién de la ecuacién, y recordamos que
f1 v f2 son soluciones de la ecuacién homogénea, encontramos que se debe
cumplir

b = dfi+afl +efy+cf) +a(efi +cafs) +ao(cifi + cafa)
= Afitafot+a(fi +afi+aoft) + e (fy +aifs+aofs)
= dfi+cfo+ca-04+c-0=cfl+cf

De este modo hemos encontrado el siguiente sistema para ¢ (¢) y ¢, (¢):

Vemos que el determinante de la matriz de coeficientes es justamente el
Wronskiano, y sabemos que W ( f1, f2)(t) # 0, paratodot € I, por ser { f1, f2}
sistema fundamental. De este modo sabemos que el sistema es compatible
determinado y usando la regla de Cramer encontramos la solucion

_ b f(@)
fl,fz ( ) W(fi, f2)(t)



126 4.4. Ecuaciones lineales de orden superior

fi O ‘
O I YT
? W(fi, f2)(&)  W(fi, f2)(t)

Entonces, para acabar y encontrar x, sélo nos falta integrar en las expresiones
anteriores y determinar ¢y y c¢o:

([ s as) ni+ ([ ol o)

para un cierto tg € I. Vamos a ver el ejemplo anterior con este método.

Ejemplo 4.4.5. Consideramos 2" —z = €' (t* + 1). Sabemos'" que {e', e~}
es un sistema fundamental. Buscamos entonces soluciones particulares de la
forma

z,(t) = c1(t)e! + ca(t)e ™.

Y repetimos el proceso que hemos hecho antes. Calculamos su derivada:

z(t) = ci(t)e + h(t)e™ + er(t)e’ — eat)e™.

Imponemos la condicion de ligadura:
c(t)e' + dy(t)e ™ =0
Yy nos queda
x;(t) =c1(t)e' — ca(t)e ™,
que volvemos a derivar
27(t) = d(t)e' — dy(t)e ™t + cr(t)e + co(t)e ™.
Escribimos la ecuacion x, — x, = e'(t* +1) y obtenemos:

et +1) =dle' — et + el et — et —cpemt = et — che .

Por tanto, encontramos el sistema que esperabamos para cj(t) y ch(t):

dt)et +d(t)e ™t =0
ci(t)et — dy(t)e ™ =el(t* + 1),

7compruébalo como ejercicio.
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que resolvemos y obtenemos:

2 +1 ts2 41 Bt
() = = t:/ ds=—+-+k
(1) 5 c1(t) . 2 S 6+2+ 1
Yy
2t t2 1 t 2s 2 1 2t
0’2(15):—6(2—_'—):01(25) :—/ %dsz—% (26> — 2t + 3)+k
to

con ky y ke que dependen del ty elegido. Finalmente concluimos que

_ t —t ot t e —t
.lep<t)—cl(t)€ +Cg<t)€ = €+§—|—/€1 € — §(2t —2t+3) —kg e .

Puedes comprobar como ejercicio que x, es solucion. Todas las soluciones de
la ecuacion completa son de la forma

z(t) = ae' + be™" + z,(1).

Este método se puede extender a ecuaciones de orden superior imponiendo
mas condiciones de ligadura. En el caso de la ecuacién de orden 3

2" + as ()" + a1 (t)x’ + ao(t)z = b(t)
buscamos soluciones de la forma
wp(t) = c1(t) f1(t) + ca(t) fo(t) + c3(t) f3(t),

siendo {f1, f2, f3} un sistema fundamental. El sistema para determinar las
funciones ¢;(t) se construye con las dos ligaduras

/ / /
afit+cafatcfs =0,
/el /gl /el
afitafatef;=0
y la condicién que aparece al imponer que x, sea solucién
! el ! el ! el
afi +efy He3fy =0
Es decir, se tiene el sistema

AOAE +AORO+GBf =0
AOAW + GO0 + A f; =0
A () + O[5 + O F0) = b(e),

que es compatible determinado, porque W ( f1, f2, f3) # 0.

Acabamos esta secciéon con algunos comentarios
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Comentario 4.4.1. 1. Hemos visto dos formas de encontrar solu-
ciones particulares. Ambos procesos no tienen por qué dar lugar a la
misma solucion particular.

2. Para encontrar todas las soluciones de la ecuacién completa se pue-
de usar la solucién particular que queramos y el sistema fundamental
asociado que queremos también.

3. Para determinar la solucién a un problema de valores iniciales se en-
cuentran las constantes que acompanan a las funciones del sistema
fundamental imponiendo las condiciones iniciales.

4.5. Sistemas lineales

Vamos a ver en esta seccién como se generaliza lo visto para las ecuaciones
de orden superior al caso de sistemas lineales (4.2):

X'(t) = A()X(t) + B(?),

donde la incégnita es un vector de funciones reales x; definidas en un intervalo
abierto I C IR
1 (1)
X)) =1 : ;
T N(t)
A: T = RY x R" es la matriz de coeficientes y B : I — R" es el vector

que describe el término independiente. Supondremos que todas las funciones
son funciones continuas en /.

Ejemplo 4.5.1. El sistema lineal

{ ' (t) = 2x(t) + 2y(t)
y(t) = —2a(t) — 3y(t)

se puede escribir de forma matricial tomando A = ( ), es decir, el

sistema se escribe asi:
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Es un sistema homogéneo, ya que el término independiente es 0, la matriz
de coeficientes estd formada por funciones constantes, ya que vemos que no

dependen de t y el vector solucion es X (t) = ( ;g; ) Vamos a comprobar

que

o= (2 ) () v mo=( 20 -(2)e

son dos soluciones del sistema. En efecto,

X(t) = ( _12)et= ( 22 ) ( - )et:AXl(t)
- ()= ) (2o

Ejercicio 4.5.1. Escribe de forma matricial el siguiente sistema de ecua-
ciones
2 (t) = 2txy(t) — elwa(t) + sen(t)xs(t) + ¢2
rh(t) = a1 (t) — 2as(t) + 2x3(1)
wh(t) = 26221 (t) + Sxa(t) + (t + 2)z3(t) + €.

Vimos en la seccion 4.3 que las soluciones de los sistemas lineales son de
la forma

X, + combinacién lineal de elementos de una base de KerL,

donde recordamos que el operador diferencial L es L[X] = X’ — AX. Por
tanto, como en el caso de las ecuaciones lineales debemos encontrar una base
del espacio de las soluciones del sistema homogéneo:

X'=AX < L[z] =0,

que sabemos que tiene dimensiéon N.

4.5.1. Sistemas homogéneos

Para determinar una base del espacio de soluciones del sistema homogéneo
X’ = AX debemos encontrar N soluciones que sean linealmente independien-
tes.
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Ejercicio 4.5.2. Demuestra que las dos soluciones

wo=(7) ¢y wo= ()
() =% %) (5)

son linealmente independientes y por tanto forman una base del espacio de
soluciones del sistema.

del sistema

Como en el caso de las ecuaciones lineales de orden superior, vamos a ver
que el Wronskiano nos ayuda a determinar si las soluciones son linealmente
independientes o no. Extendemos como sigue la defuncion de Wronskiano

Definicién 4.5.1. (Wronskiano de n funciones vectoriales). Sea I un

intervalo abierto de Ry Fi,..., F, : I — R", se define su Wronskiano como
sigue
: : : Fii(t) ... Fiu(t)
W (F,...,F,)t)=| Fi(t) ... F,(t)|=]": : : (4.12)
: : Fu(t) ... Fu(t)

Como en caso de las funciones en IR tenemos el siguiente resultado

Proposiciéon 4.5.1. Sea I un intervalo abierto de R y Fy,..., F, : I —
R" tales que:

dtel tal que W (Fy,...,F,)(t)#0,
entonces I, ..., F, son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos una combinacién lineal igualada a cero
M)+ ...+ N EL(t) =0, Vtel,

para \; € R con ¢ = 1,...,n. Entonces para el t € I para el que el Wrons-
kiano es distinto de cero tenemos el sistema homogéneo, con incégnitas \;:

M)+ o0 L) =0
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que es compatible determinado, ya que su determinante (el Wrokskiano) es
distinto de cero. Por tanto A; = 0 para ¢ = 0,...,n. Y las funciones son
linealmente independientes. ]

Ejemplo 4.5.2. Con esta proposicion es fdacil demostrar que las funcio-
nes propuestas en el ejercicio 4.5.2 son linealmente independientes.

o= ()¢ » o= %)

son linealmente independientes porque

_2€t 26722& —t —t —t
W(Xy, Xo)(t) = o e | T 8¢ " —2e " =6e"#0 VtelR.

En este contexto también tenemos la version generalizada de la férmu-
la de Liouville: Dadas X; ... Xy soluciones del sistema X' = A(t)X(t),

entonces:
W(X1, .. Xn)(t) = W(X0, ..., Xn)(to)edo TDE & con ¢t e 1,
(4.13)
donde tr(A)(s) = a11(s) + ... + ann(s) es la traza de la matriz A

Ejercicio 4.5.3. Demuestra la formula de Liouuville.

Ejercicio 4.5.4. Recupera la formula de Liouville para las ecuaciones
lineales de orden superior a partir de la formula para sistemas.

La férmula de Liouville pruebal!® el siguiente resultado

Corolario 4.5.1. El Wronskiano de N soluciones del sistema X' =
A(t)X o es siempre cero, o es siempre distinto de cero.

Antes de seguir vamos a dar dos definiciones importantes:

Definicién 4.5.2 (Matriz Solucién y Matriz Fundamental). Dadas N
soluciones, X;(t),..., Xn(t), del sistema X'(t) = A(t) X (¢) llamamos matriz

I8Escribe los detalles.
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solucién a la matriz que se construye por columnas con las N soluciones:
®: 71— RV

O(t) = Xlz(t) XJ\;(t)

Si el determinante de ®(t) es distinto de cero para todo ¢ € I entonces llama-
mos a ®(¢) matriz fundamental y { X7, ..., Xy} es un sistema fundamental
del sistema.

Fijate que decir que el determinante de ®(¢) es distinto de cero es decir
que el Wronskiano W (X7, ..., Xy) (t) # 0 para todo t € I. Sabemos por la
proposicién 4.5.1 que entonces { X7, ..., Xy} son linealmente independientes
y por tanto forma una base del espacio de soluciones del sistema homogéneo.
Por tanto, tiene sentido llamarlo sistema fundamental, siguiendo la denomi-
nacion dada para las ecuaciones lineales.

Como en el caso de las ecuaciones lineales tenemos la siguiente caracteri-
zacion

Proposicién 4.5.2. Dadas Xi(t),..., Xn(t) soluciones del sistema
X'(t) = At) X (t)
son equivalentes:
1. Xq(t),..., Xn(t) forman una base del espacio de soluciones del sistema.
2. W(Xq,...,XN)(t) # 0 para todo t € 1.
3. Existe un ty € I tal que W(Xy, ..., Xy)(to) # 0.

Ejercicio 4.5.5. Demuestra la proposicion 4.5.2 .

Por tanto, como en el caso de las ecuaciones lineales, si {Xy,..., Xy} es
un sistema fundamental del sistema

X'(t) = At)X(t)

cualquier otra solucion X debe ser una combinacion lineal de las soluciones
que forman el sistema fundamental, es decir:

X(t):Cle(t)+...+CNXN(t), con Cl,...,CNER.
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Ejemplo 4.5.3. Vamos a determinar la tinica solucion'® del problema
de valores iniciales:

on:<i_i>xw meMMMZX@:<1)

) (5) )

es un sistema fundamental, y por tanto

Recordamos que

_ 9t —2t
O(t) = ( jte _2267% > es una matriz fundamental.

Esto nos dice que cualquier solucion del sistema es de la forma

—2 2 _ —20 et + 20 e %
X(t)zcl( 1 )€t+02<—4)62t:( Clelt—40262—2f )

con C1,Cy € R. Por tanto, para que se verifique la condicion inicial debe

oCcurTiT:
1Y [ —2C,+20,
1) C, —4Cs ’

es decir, debemos encontrar la solucion del sistema

{ 1 == —201 + 202

1
1= C)—40C, CGi=-1y 022_5'

Y finalmente encontramos la solucion del problema de valores iniciales
2e! — e
xo = (2050 ).
En términos de la matriz fundamental ®, lo que hemos hecho es encontrar

un vector C' = ( ¢ ) e R?, tal que
Cy

X@z@@szuwuﬂmz(i).

D)o sabemos por el teorema de existencia.
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Sistemas homogéneos con coeficientes constantes

Como para la ecuacién lineal, vamos a estudiar el caso de sistemas lineales
con coeficientes constantes, es decir, el caso en el que la matriz A no depende
de t (a;; € R paratodo 1 <i,j < N).

Si recordamos, para la ecuacién lineal buscabamos qué debe cumplir m
para que e™ sea solucién. En este caso vamos a seguir la misma estrategia;
vamos a buscar A, un nimero real o complejo, y V un vector de RY — {0}
para que la funcién vectorial X (t) = eMV sea solucién. Observamos que

X'(t) =AMy AX(t) = A(MV) = eMAYV,
es decir, debe verificarse:
MMV = MAV = AV = AV = (A— )V =0,

donde I es la matriz identidad. Por tanto, para que X (t) = eMV sea solucién
A debe ser un valor propio de la matriz de coeficientes A y V' debe ser un
vector propio asociado a dicho valor propio. Y recordamos que los valores
propios de una matriz son la raices del polinomio caracteristico:

p(A\) =|A—=X|=0.
Ejemplo 4.5.4. En el ejemplo que hemos ido analizando mdas arriba

x=( 2% 2% )xw.

VIMos que

o= ()= () v mo=(50)=(2)e

son dos soluciones. Comprobamos®™ que los dos valores propios de la matriz

. -2 2 _
de coeficientes son 1y -2. Y que ( 1 ) Y ( 4 ) son dos vectores propios
asociados, respectivamente.

Ejercicio 4.5.6. Consideramos el sistema
xh(t) = 3wy (t) — 2xo(t) + 223(t). (4.14)
wy(t) = 3ws(t)

20puedes hacerlo como ejercicio.
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1. Determina la matriz de coeficientes A.

2. Calcula los valores propios de A y los subespacios de vectores propios
asociados.

3. Encuentra un sistema fundamental para el sistema (4.14).

4. Observamos que la ecuacion x%(t) = 3x3(t) se puede resolver explici-
tamente. Determina las soluciones y escribe el sistema (4.14), con esa
informacion, como un sistema de dimension 2. ;De qué tipo es el sis-
tema resultante?

Como en el caso de la ecuacién lineal de orden superior, dependiendo del
tipo de valores propios asociados; reales y/o complejos, y de su multiplicidad
podremos determinar un sistema fundamental. Hay un caso sencillo recogido
en el siguiente teorema

Teorema 4.5.1 (Teorema 7.4.2 de [1]). Si una matriz A de orden N x N
(con coeficientes constantes) tiene N wvalores propios reales distintos A\, ..., Ay,
con vectores propios asociados Vi, ...,V € RY, entonces todas las solucio-
nes del sistema X'(t) = AX(t) son de la forma

X(t) = VieM + ...+ enVne™t con cp,...,cny € R.

Ejercicio 4.5.7. Demuestra el teorema 4.5.1.

L Qué ocurre si los valores propios son repetidos o si son complejos? Vamos
a ver ejemplos sobre estos casos.

Ejemplo 4.5.5. (Caso 1: Valores propios repetidos) Supongamos el sis-

tema
zi(t) =z (t)
xh(t) = —2x5(t) (4.15)
T(t) = —2a4(t)
Vemos que los valores propios de la matriz asociada son 1y -2 y el -2 tiene
multiplicidad algebraica 2. En este caso también comprobamos que
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es un vector propio asociado al valor propio 1, y

0 0
Vo=1 1 y Va=1| 0
0 1

son dos vectores propios asociados al valor propio -2 y ademas son lineal-
mente independientes. Por tanto Vi, Vo y V3 son tres vectores linealmente
independientes y por tanto X(t) = Viet, Xo(t) = Vae ™ y X3(t) = Vae ™
son soluciones del sistema y son linealmente independientes, por tanto for-
man un base del espacio de soluciones y

O(t) = | Viet Vae ™ Ve 2 es una matriz fundamental.

Ejemplo 4.5.6. (Caso 2: Valores propios repetidos) Supongamos el sis-

tema
{x’l(t) = 2(t) + 225 (t)
xh(t) = xa(t).

En este caso la matriz asociada tiene un unico valor propio, el 1, con mul-
tiplicidad algebraica 2. Buscamos los vectores propios asociados y vemos que

” ()

es un vector propio debe verificar:

{x =Tty :V:(x) con z € R.
Yy =y. 0

En este caso el subespacio vectorial tiene dimension 1, por lo que no tene-
mos otro vector linealmente independiente?'. Encontramos de esta forma una

solucion®?
(1
Xl (t) = ( 0 ) e,

21Esto pasa porque la matriz no es diagonalizable.

o 1
22tomamos un vector propio fijo, V = ( 0 )
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Pero necesitamos otra solucion linealmente independiente con X1, vamos a
buscarla de la forma siguiente:

Xo(t) = Vite! + Vae! V4,V € R

Para ello debemos determinar los vectores Vi, Vy € R? y eso lo hacemos
imponiendo que Xo sea solucion:

X5t) = (Vi(t+1)+Va)

AXo(t) = AVitel + Avet = € (it 1) +12) = AVite’ + AVae!

Y por tanto, como debe ocurrir para todo t € I:

Vl(t+1)+V2:AV1t+AV2:>{AV1 =N ;»{(A_[Wl =0

AVy =Vi+V, (A-=DI)V; =W

Es decir, Vi debe ser un vector propio asociado al valor propio 1, podemos

considerar V| = < (1) ) y V4 se calcula resolviendo
(A—])V2:V1:>V2:(:f> con r € RR.
2

Y por tanto?, podemos tomar = 0 y concluimos que todas las soluciones
del sistema son de la forma

X(t) = aXi(t) + cXa(t) = ( (1) ) e’ + ¢y K (1) )tet—l— ( g >et} :

Veamos ahora un ejemplo en el que los valores propios son complejos.

Ejemplo 4.5.7. (Caso 3: Valores propios complejos**) Supongamos el
sistema
{ 2y (t) = x1(t) + dwa(t)
xh(t) = —x1(t) + z2(t).
En este caso la matriz asociada tiene valores propios complejos: \y = 1+ 2i

. 2 . : .
Yy Ao = 1 — 24. El vector ( ; ) es un vector propio asociado al valor propio

23comprueba los detalles.

2 Ejemplo 7.4.6 de [1].
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A1 entonces
2\ 2\ 4 .
X(t) = et =1 e (cos(2t) + isen(2t))
B 2¢! cos(2t) w 2¢’ sen(2t)
N —e' sen(2t) e' cos(2t)
es una solucion del sistema. Como ya vimos en el caso de la ecuacion lineal

de orden superior® las partes reales e imaginarias son soluciones reales del
sistema. Es decir,

X(t) = ( Eitcszi(é% ) y Xo(t) = ( 25:(?;(225) )

son dos soluciones linealmente independientes y por tanto todas las soluciones
son de la forma

B 2et cos(2t) 2e! sen(2t)
X(t)=a ( et sen(2t) ) + ¢ ( ! cos(2t) con ¢y, ¢ € R.

Ejercicio 4.5.8. ;Qué ocurre si en el ejemplo anterior consideramos un
vector propio asociado al valor propio Ay y procedemos del mismo modo?

La dindmica que hemos seguido en estos tres ejemplos se aplica de modo
analogo en otros ejemplos, con valores propios con multiplicidad mayor a 1
y complejos.

4.5.2. Sistemas no homogéneos

Vamos a estudiar ahora el caso del sistema completo:
X'(t) = A@t)X(t) + B(t).
Recordamos que las soluciones del sistema tienen la forma siguiente
X(t)=aXi(t)+...+enXn(t) + Xp(t),

donde ¢1,...,cexy € R, {X1,..., Xn} es un sistema fundamental del sistema
homogéneo y X, es una solucién particular del sistema completo. También

25puedes comprobarlo aqui también.
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podemos escribir la solucién en términos de la matriz fundamental ® (Defi-
nicién 4.5.2):
1
X(t)=®(t)C+ Xp(t), donde C=] : | eRY
CN
Por tanto, vamos a estudiar técnicas para encontrar soluciones particulares
del sistema completo, concretamente dos, como en el caso de la ecuacion

lineal de orden superior: el método de los coeficientes indeterminados
y el método de variacion de constantes.

M¢étodo de los coeficientes indeterminados.- Como en el caso de
la ecuacion lineal de orden superior el método de los coeficientes indetermi-
nados consiste en encontrar soluciones particulares dentro de una familia de
funciones (vectoriales) determinadas, buscando en familias a las que pertene-
ce el término independiente. Vamos a ver este método en un ejemplo concreto
extraido de [1].

Ejemplo 4.5.8. Consideramos el sistema

rn 1 1 2t — 2
vo-( 4 Do (*52)
Vamos a buscar una solucion particular de la forma

at +b
Xp(t) = ( ct+d ) '
Para que sea solucion debe verificarse
i [ @) 1 1 at +b 2t — 2
Xp(t)_((;)_(—za 5)(ct+d>+( 4t )
y por tanto debe verificarse

a= (at+b)+(ct+d)+2t—2)=b+d—2+tla+c+2)
c= =3(at+0b)+5(ct+d)—4t =—-3b+5d+t(—3a+ 5c—4).

De esta igualdad entre polinomios encontramos el siguiente sistema algebraico

b+d—2 =a b+d—2—-a =
a+c+2 =0 N a+c+ 2 =0
—3b + 5d = —-3b+5d—c =

c
—3a+5c—4 =0 —3a+5c—4 =0,
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que resolvemos y encontramos: a = —%, b=3 c=—-1yd= %. Y de este
modo probamos que
o= 1)
X t - 1 1
p —3t+ 3

es una solucion particular. Para determinar todas las soluciones del sistema
debemos encontrar un sistema fundamental del sistema homogéneo. Para ello
estudiamos los valores y vectores propios de la matriz asociada, y descubrimos

que \1 = 2 y Ay = 4 son sus valores propios y V; = ( 1 ) yV2:(;>50n

dos vectores propios para A1y A, respectivamente. Concluimos de este modo
que la solucion general es

et et 4+ 2
X(t) = C1 < th +CQ 3€4t + —%t—{—i—lg 5 Cl,CQE]R,.

Empleando la matriz fundamental podemos escribir como
7 3 2 At
-t + = e e c1
— 4 16 _ _
X(¢) (I)(t)c—i_(—it—i-%)’ con ®(t) <€2t 3€4t> y C (02).

Meétodo de variacion de constantes.-

La idea de este método, como en el caso de la ecuacion lineal, es buscar
soluciones del sistema completo siguiendo el “perfil” de las soluciones de la
homogénea, es decir, si ® es una matriz solucién del sistema homogéneo
buscamos C(t) (funcién vectorial de I € IR en RY) tal que

es una solucién particular del sistema lineal completo. Recordamos que ®(t)
es una matriz de orden N x N y y C(t) es un vector columna. Y por tanto,
el orden de la multiplicacion entre matriz y el vector columna es el indicado
y no otro.

. Qué tiene que verificar C'(t) para que Xp sea solucién? Usando la deri-
vaciéon de matrices

Xp(t) = ' ()C(1) + 2(1)C'(t)

26Formaliza lo que aqui hacemos. Y mira que todos los términos de la igualdad estén
en el mismo espacio.
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y por tanto debe verificarse:
(O (L) + )T (1) = A(L)D(H)C(t) + B(t).
Como @'(t) = A(t)D(t) tenemos
D(H)C'(t) = B(t).

Y como ®(t) es una matriz fundamental su determinante (el Wronskiano
del sistema fundamental) es distinto de cero, por tanto, la matriz ®(t) tiene
inversa y la denotamos por ®~1(¢). De este modo llegamos a que

C'(t)=d ' (t)B(t) = C(t) = /@‘1(t)B(t) dt = X,(t) = @(t)/@‘l(t)B(t) dt.
Y todas las soluciones del sistema son de la forma
X(t) = D(t)C + B(t) / O (#)B(t) dt, C € RY. (4.16)

Fijate que estamos haciendo derivadas e integrales de matrices y vectores.
Con el siguiente ejemplo extraido de [8] entenderemos mejor el proceso.

Ejemplo 4.5.9. Consideramos el sistema

X(1) = ( 7 )X(t)+ ( ot )

Comenzamos calculado una matriz fundamental. Para ello buscamos los valo-
res propios de la matriz asociada y descubrimos que son \y = —2 y Ay = —5,
con vectores propios asociados, respectivamente:

(1) (1)

De este modo encontramos que una matriz fundamental es
—2t —5t
e e
a(t) = ( o )

Vamos a buscar una solucion particular de la forma
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Debe verificarse:

X, (t) = @' (t)CO(t) + 2(t)C'(t) = A(t)2(t)C(t) + B(t)
y como P es matriz solucion del sistema homogéneo:
d(t)C'(t) = B(t) = C'(t) = @ (1) B(t) = CO(t) = /(I)l(t)B(t).

Vemos de este modo que para calcular C' necesitamos calcular la inversa de
O (y para ello la traspuesta de su matriz adjunta Adj(P)):

_9eBt =2 T
1 Adj(®)T ( —e ot e ) 1 [ 22 2
(1) = Det(®) —3eTt 3\ et et )

Ahora, podemos calcular C' integrando

_ 1 [ 2% o2 3t ote +
q)ltBt - = - 4?% ;
wp0 =5 (% ) (L) -(he D)

2t2t et t_l 2t et
C’(t):/( < +e4%>dt:(( 12);t+eat)+<g1>.
te” — 5 t-3)% - % 2

Como buscamos una solucion particular podemos tomar las constantes 0. Y

concluimos que
—2t —5t 1y 2t et 6t 27 | et

50=( G e ) (eI (G081
€ ¢ (t=3) 5% 5 "t

Por tanto, las soluciones del sistema completo son:

ﬁ_£+e__t c
X@=¢@c+(§ % ﬁ)cm cz(l)emz
50T 3 2

Ejercicio 4.5.9. Encuentra la solucion del problema de valores iniciales:

X’(t)—<_23 _14>X(t)+<ett>, X(O)—(_Qi:%).
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Volviendo a la expresién general de las soluciones (4.16) del sistema
X(t) = ®(t)C + d(2) /cb—l(t)B(t) dt, C € R",

podemos encontrar una férmula para el problema de valores iniciales:
X'(t)=ADX{) + Bt), X(t)) = Xo e R".

En la expresién (4.16) imponemos que la solucién en ¢y valga Xy y conside-
ramos la integral definida entre tg y t € I para simplificar los célculos, como
Veremos: .

0

Xo = X(ty) = ®(tx)C + q)(to)/ ®1(s)B(s) ds,
to

entonces podemos determinar el vector constante C, multiplicando (conve-
nientemente) por la matriz inversa de la matriz ®(ty):

q)(t(])C = XO
O — (I)_l(t[))Xo.

De este modo encontramos la solucién del problema de valores iniciales:

X(t) = d(H)D 7 (to) Xo + () / "o-1(5)B(s) ds. (4.17)

to

Comentario 4.5.1. 1. La matriz ®(ty), con ty € I, tiene inversa,
porque recordamos que estd formada por un sistema fundamental y
por tanto su determinante es distinto de cero, ya que es el Wronskiano
de las soluciones de la base.

2. Si ®(t) es una matriz fundamental y C € RY x RY es una matriz
constante con determinante distinto de cero, entonces ®(¢)C' es una
matriz fundamental?’.

3. Por el comentario anterior deducimos que ®(¢)® () es una matriz
fundamental y verifica que en ¢y es la matriz identidad, ®(to)®~(¢y) =
I. A las matrices fundamentales que en ty son la identidad se les llama
matriz fundamental principal en {.

27compruébalo como ejercicio.
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Ejercicio 4.5.10. Encuentra la solucion del problema de valores inicia-
les usando la formula (4.17):

X’(t):<_23 _14>X(t)+<63tt>, X(O):(‘fﬂ).

¢ Cudl es la matriz fundamental principal en t =07

4.5.3. ;Qué relacion hay con el modelo de Malthus?
Exponencial de una matriz

Si recordamos, uno de los primeros modelos que estudiamos fue el modelo
de Malthus, que llamando x a la funcién incognita y a a la tasa de crecimiento
se escribe como sigue:

2 =ax, conac€lR.

A estas alturas del curso sabemos encontrar muy facilmente todas las solu-
ciones de la ecuacién:

z(t) = Ke*, con K € R.

Los sistemas lineales homogéneos de ecuaciones diferenciales con matriz de
coeficientes constantes tienen una expresiéon similar a la ecuacion de Mathus,

ya que son de la forma
X' = AX,

con la diferencia de que X () es un vector y A(t) una matriz. Es claro que si
X € Ry A € R obtenemos la ecuacion de Malthus. Asi que parece natural
preguntarse jy qué pasa si razonamos igual? ;tiene sentido preguntarse qué
es e con A una matriz?

No vamos a responder con rigor a estas preguntas, sélo vamos a tratar
de convencernos de que si tiene sentido hacer la exponencial de una matriz.
Para entender cémo se define la exponencial de una matriz, pensamos en el

desarrollo en serie de potencias de la funcién exponencial. Sabemos que

n o0

12 t
at __ 2 n . n
e —1+at+a—2!+...+a —n!+...— an —.

Esta igualdad significa:

» La serie de potencias ) | a”% es convergente para todo t € IR.
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» El limite de la serie es la funcién exponencial e*.

Esto nos hace pensar que podemos definir la exponencial de una matriz At
como sigue:

t2 " N
At . 2 n _ n
eti=1+At+ A —2!+...—|—A —n!—l—...— EOA E

Para darle rigor a esta definicién tendriamos que probar que la serie de ma-
trices Y A”% es convergente para todo t € R.

= Cuando escribimos A" significa que estamos haciendo A por A n veces.
Y al 1 de la expresién de e le corresponde la matriz identidad I.

» Estamos considerando una serie de potencias de matrices, es decir, si
la serie es convergente su limite es una matriz.

= En el caso particular de tomar ¢ = 1 tenemos la definicién de exponen-
cial de una matriz A:

1 1 > 1
A . 2 n _ n
e .—]+A—|—A—2!+...—|—A —n!+...— g_OA _n!'

= Vemos la importancia de conocer la potencia n-ésima de una matriz y
para ello se estudia la diagonalizacion de la matriz, o en su defecto su
forma canodnica de Jordan.

Vamos a ver algunos ejemplos.

Ejemplo 4.5.10 (Exponencial de una matriz diagonal).

A0 .o 0
0 X ... 0
0 0 ... Ay

Para encontrar su matriz exponencial debemos determinar sus potencias n-
ésimas. En este caso es fdcil comprobar que
A0 ... 0
0 Ay ... 0
A" =

0 0 ... AY
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y entonces:

1 1
ed = T+ A+A— +. A= + ...
21 n!

T+M+ A2+ + 20 . 0
0 0 .. T+Av+A, 4.+
S 0o .. 0
B 0 TR D S 0
0 0 S D
erM 0 0
_ 0 e 0
0 0 ... e\

Hemos probado que la exponencial de una matriz diagonal es una matriz
diagonal con su diagonal formada por la exponencial de sus entradas. [Fijate
que eso no significa que “la exponencial pasa dentro de la matriz”!

Ejemplo 4.5.11 (Exponencial de una matriz con estructura de bloque
de Jordan asociado a un valor propio real). Un blogue de Jordan asociado a
un valor propio real, \, tiene la siguiente forma:

A1 0 ... 0
O x 1 ... 0
A=1 00 X ... 0
0 0 ... ... A

Para encontrar su matriz exponencial debemos determinar sus potencias n-
€simas.
Vamos a estudiar el caso N = 2:

A2 2\ A3 32 A" p ATl
2 3 _ n __
A(O )\2):>A<0 )\3>:>...:>A<0 \n )
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Entonces:
A 21 n]'
e’ = I+A+A—+.. . +A"—+ ...
2! n!
(1A 128 e
0 L+ A+ + 2+
(1A TRt
0 L+ A4+ 2+

_ e e
0 e )°
Comprueba como ejercicio que en general, para la matriz A de dimension N
se verifica

6)\ e e et
o2 (n—1)!
A e et
0 e 5 (n—2)!
A _ A e?
et = 0 0 e 3y
0o 0 ... ... &

Ejemplo 4.5.12 (Exponencial de una matriz relacionada con la estruc-
tura de un bloque de Jordan asociado a un valor propio complejo). En los
bloques de Jordan asociados a valores propios complejos aparecen matrices

de esta forma
a b
(4 e)

si A\=a+bi, con b+ 0, es el valor propio complejo. Observamos que

B=al,+bC, con 12:<(1) (1)) Yy C:(_Ol (1))

Vamos a calcular primero la exponencial de la matriz C' y para ello sus po-
tencias n-ésimas:

Entonces:

CQn — (_1)71, [2 y 02n+1 — (_1)n C.
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Llegamos de este modo a que

1 1
e = I+0C+C*=+... +0C"=+ ...
21 n!

(2n) —~ 20+ 1)! 1)

= cos( )Ig+sen( )

e

—sen(1) cos(

TL TL

Z 2n+1

Podemos calcular ahora fdcilmente e?©

¢ = I+bC+bQOQL+...+b"O”l'+
mn.
= (=b) —b)"
B Z (2n)! I2+Z 2n+1)0

= I C
2 Z 2n + Z 2n +
= cos(b) I + sen(b) C
B cos(b)  sen(b)
N —sen(b) cos(b)
Para calcular e® debemos hacer uso de unas propiedades de la exponencial
de matrices que enunciamos al acabar este ejemplo. Concretamente usamos

que®
B _ al+bC _ aly pc _ [ €0 cos(b)  sen(b)
©=¢ —ee _( 0 e“)(—sen(b) cos(b) )’

y obtenemos:

B ( e cos(b) e sen(b) )

TN\ —e sen(b) e® cos(b)

En el siguiente lema recogemos las propiedades de la exponencial de ma-
trices, cuya demostraciéon la dejamos como ejercicio.

28Puedes comprobar los detalles una vez entendido el Lema, 4.5.1.
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Lema 4.5.1. Para cualesquiera A y B dos matrices de dimension N x N
y a y b numeros complejos se verifica:

1. €Y =1, donde 0 es la matriz cero e I es la matriz identidad.

2. el = A8 siempre que AB = BA, y en este caso ademds e’e? =
e = eBeA,
3. et ebd = @A 4 por tanto ede™ = ¥ = I, y como consecuencia

(e?) Ry

. . . -1 —
6. Si B es invertible entonces P48 = BeAB™L.
7. |le?| < el donde |.|| denota una norma matricial arbitraria.

Con estas propiedades podemos calcular la exponencial de cualquier ma-
triz, porque se puede expresar en funcién de la exponencial de matrices dia-
gonales y de matrices de Jordan.

Proposicién 4.5.3. Sea A una matriz N x N.

x Si A es una matriz diagonalizable entonces e = PeP P~', siendo D su
matriz diagonal asociada y P la matriz invertible tal que A = PDP~!.

= Si A no es una matriz diagonalizable entonces e* = Pe’ P!, siendo

J su matriz de Jordan asociada y P la matriz invertible tal que A =
PP

Volvamos a nuestro sistema lineal con coeficiente constantes:
X'(t) = AX(t) + B(t),
y ahora podemos entender el siguiente resultado

Teorema 4.5.2. La matriz et

t =0, es decir

es una matriz fundamental principal en

d eAt
dt

=AeM y AV =1.
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Demostracion. No vamos a entrar en dar una demostraciéon rigurosa. La

idea es probar que
deAt

dt
para lo que se debe probar rigurosamente

At
= Ae’,

2fn—l

deAt—A+A2t+ 1oAn 4 —Aimtn
- TR (m—1) e

dt

El hecho de que en 0 es la identidad es una consecuencia directa de la defini-
cién de e para todo t € R. Para concluir la demostracién se debe justificar
que su determinante sea distinto cero, hecho cierto porque se verifica la si-
guiente igualdad para cualquier matriz (cuadrada) B (ver la propiedad 4 en
el Lema 4.5.1):

det(eB) _ etraza(B)

O
Este teorema nos dice que la formula encontrada para la solucién (4.17)
del problema de valores iniciales

X'(t) = AX(t) + B(t), X(to) = Xo
se puede escribir en términos de la exponencial de la matriz, como sigue, si
consideramos tq = 0:

t
X(t) =eMX, + eAt/ e *4B(s) ds, (4.18)
0

donde hemos usado la propiedad 3 del Lema 4.5.1:
() =,

para B una matriz cuadrada. La férmula (4.18) tiene la misma forma que la
que obtuvimos para la ecuacion lineal de primer orden.

Ejercicio 4.5.11. Determina la solucion del problema de valores inicia-
les

X'(t) = AX(H)+ B(t),  X(to) = Xo,

para ty cualquier valor del intervalo de definicion, en funcion de la exponen-
cial de la matriz A.
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4.6. Demostracion del teorema de existencia
y unicidad

En esta tltima seccion del curso pretendiamos demostrar los teoremas de
existencia y unicidad 4.2.1 y 4.2.2. Concretamente, el teorema 4.2.2:

Teorema: Existencia y unicidad para sistemas lineales.

Sean A € C(I,RMN) y B € C(I,RY), para I C R un intervalo abier-
to, entonces existe una tnica funcion (vectorial) X(t) € CY(I,RY) que es
solucion del problema de valores iniciales

{ X'(t) = A)X(t) + B(t)
X(to) = Xo,

para ty € I y Xo € RY dados.

La demostracion del teorema 4.2.1 de existencia y unicidad para la ecuacién
lineal de orden superior es una consecuencia del anterior, porque las ecuacio-
nes lineales de orden superior se pueden escribir como un sistema lineal.

No tenemos tiempo de hacer la demostracién completa del teorema, que
puedes consultar en [4], pero si queremos acabar el curso dando la idea general
de esta demostracion.

Idea clave de la demostracién: Iterantes de Picard.-

Supongamos que X € C1(I) es una solucién del sistema
X'(t) =A(t)X(t) + B(t)

y consideramos un t, € I fijo, entonces podemos hacer la integral definida
entre tg y t, ya que los dos términos del sistema son integrables:

/t X'(s) ds /t (A(5)X(s) + B(s)) ds = X(£)—X (£) = /t (A(s)X (s) + B(s)) ds

y por tanto: .
X(t) = / (A($)X () + B(s)) ds + X (to). (4.19)
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Fijate que la expresién (4.19) no determina de forma explicita la incégnita
X% ya que el término de la derecha depende también de X. Es decir, he-
mos pasado del sistema diferencial X'(t) = A(t)X(t) + B(t) a la ecuacién
integral (4.19).

La idea de la demostracién se basa en estudiar la ecuacion integral (4.19),
suponiendo conocido un dato inicial: X (¢y) = Xj. Para lo que se construyen
las iterantes de Picard

X(](t) == X()
{ X (t) = Xo+ fti (A(s)Xn(s)+ B(s))ds n=0,1,2...

Vamos a considerar un ejemplo sencillo, el modelo de Malthus.

Ejemplo 4.6.1. Consideramos el problema de valores iniciales:
{ ()= ax(t), a€R
I(to) = Xp-
En este caso las iterantes de Picard son:

{ zo(t) = o

Tpi1(t) = o+ ftz ax,(s)ds n=0,1,2...

es decir,

(

l‘o(t) ZTo

a1(t) = @o+ [} axo(s)ds = wo + azo(t — to)

zo(t) = wo + [, azi(s)ds = x02+ ftiga (o + axo(s — to)) ds
= g+ azo(t — to) + wo Gl

a?(t—tp)?

Tn(t) = xo + axo(t —to) + xo—=F5"= + ... + 2o

\

Vemos que el término general de las iterantes de Picard es

azt—t 2 a(t — to)"
In(t) = .To—l-(llvo(t—to)—kxo%_'_”'_i_xo(T'O)
a’(t — to)? a™(t — o)™

i, )

= I0<1+a(t—t0)+ > l

29como era de esperar, porque de lo contrario no tendriamos que haber estudiado todo

lo que hemos estudiado en este tema, ;no te parece?
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y si hacemos tender n a infinito encontramos

a*(t — to)? N a™(t —to)"

x0<1+a(t—t0)—|— 2 n'

+.. ) = goet=t0);

que como bien sabemos es la solucion del problema de valores iniciales plan-
teado.

Este ejemplo nos sirve para entender la idea de la demostracion que se
basa en probar que la sucesion de iterantes de Picard converge uniformemente
a la solucién del problema de valores iniciales asociado, y que dicho limite
es la 1nica solucién del problema. Pero eso lo dejaremos para otro momento

Acabamos estos apuntes con una propuesta de ejercicio.
Ejercicio 4.6.1. Considera las iterantes de Picard del sistema
X'(t) = A(t)X(t) + B(t)

y determina X, 11(t) — X, (t).
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Apéndice A
Cambio de variables

Incluimos en este apéndice los detalles que fueron omitidos en el Tema 2 sobre
los cambios de variables que alli se emplearon.

En general, consideramos cambios de variables del tipo:

0= (p1,02) : Q2 — Q) con o(t,x) = (p1(t, z), p2(t, x)) =: (s,y), (A1)

A~

para pasar de la ecuacién (2.4) 2/(t) = f(t,z(t)) a otra ecuacién y'(s) = f(s,y(s)),
que llamébamos (2.5), de forma que las soluciones de (2.4) se transforman en
soluciones de (2.5) y viceversa, es decir, ambas ecuaciones son equivalentes.
En la definicién del cambio (A.1), Q y Q son abiertos conexos de R? y ¢ es un
difeomorfismo! de clase C*, es decir, ¢ € C1() y tiene inversa V¥ : Q) — Q también
de clase C', ¥ € C1(Q).

{Qué necesitamos para que un cambio de variables del tipo (A.1)
transforme la ecuacién (2.4) en la ecuacién (2.5)?

1. Qy Q) deben ser (o contener) los dominios de definicién de f y f , respectiva-
mente. Para que el cambio pueda aplicarse a las trayectorias de las soluciones
de las ecuaciones. Ademas recordamos que, por definicién de ecuacién dife-
rencial, f y f son funciones continuas.

2. f(s,y) debe poderse escribir como funcién del cambio y de f(t,x).

3. A cada solucién de (2.4) debe corresponderle una tnica solucién de (2.5).

IPara probar que es un difeomorfismo basta probar que es inyectiva y que el deter-
minante de la matriz Jacobiana es distinto de cero, de este modo, serd biyectiva en su
imagen.
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{Cémo pasar de la ecuacién (2.4) a la ecuacién (2.5), mediante el
cambio de variables (A.1)?

Partimos de la ecuacion (2.4), 2'(t) = f(t,z(t)). Y queremos ver cémo encon-
trar la ecuacién (2.5) empleando el cambio de variables (A.1). Para ello vamos a
calcular y/(s) (v'(s) = %).

Con la notacién fisica (ver comentario 1.5.1) la cuenta es sencilla, si recordamos
que (s,y) = (p1(t,x), p2(t,x)), (t,z) = V(s,y) y cémo se deriva implicitamente
(como vimos en el tema anterior):

dy dydt dy 1

ds ~ dids  d
Orpa(t, ) + Opipa(t, x)a’
01 (ta l‘) + 833(101( ) m)m
8t902(ta :E) + 833(102( ) :L‘)
1 (ta 'T) + aﬂﬁ(pl( ) m)
Orpa(¥(s,y)) + Outpa(
A1 (¥(s,y)) + Ouip1 (¥ (s,

A~

= f(S, y)

t
t
t
t

;,Cémo podemos justificar esta cuenta matematicamente? Observamos primero
que
y(s) = pa(t, ) = pa(¥(s,y(s)))
donde hemos denotado por t a t(s) = Uy(s,y(s)) y por z a x(t(s)) = Ya(s,y(s)). Es
decir, consideramos a t y a x como funciones de s, mediante el cambio de variable.
Entonces

Y (s) = Orpa(t(s), x(t(s)))t'(s) + Dutpa(t(s), 2(t(s)))2 (t(s))t ()
= [Opa(t(s), 2(t(5))) + Oupa(t(s), x(t(s))) ' (t(5))] ' (5).

Como ¢ es un difeomorfismo y ¥ es su inversa

oy 1
") = S0
y por tanto
Y (s) = Orpa(t(s), z(t(s))) + Oupa(t(s), z(t(s)))2' (¢(s))
s'(t(s))

_ Opa(t(s), 2(t(s))) + Oup

no
—~
~~
—~
»
SN—
8
~—~
~~
—~
»
SN—
S~—
S~—
—
—
~—~
~~
—~
»
S~—
8
~—~
~
—~
»
S~—
N~—
S~—
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Hemos encontrado asi la ecuacién (2.5), a falta de justificar que los cdlculos an-
teriores son correctos. Como f es continua concluimos que si  es solucién de la
ecuacién (2.4), entonces z € C*(I). Necesitamos que

s'(t(s)) # 0.
Como s(t(s)) = ¢1(t,x(t)) se tiene que
s'(t(s)) = Opr(t, (1)) + 2/ () aipr (£, 2(1))
= Ovpr(t, 2(t) + (2, 2(t))Ouipr (¢, (1))

Por tanto, tiene que verificarse la hipdtesis
(Hs)  Owpr(t ) + f(t,2)0pp1(t,x) #0  (t,x) € Q,

para que el cambio de variables (2.6) transforme la ecuacién (2.4) en la ecuacién
(2.5) con

Orpa(Y(s,y)) + Oupa(¥(s,y)) f(¥(s,9))

Orp1 (¥ (5,y)) + Ouipr (¥ (s, ) f(¥(s,y))’

puesto que (t,z) = ¥(s,y).

f(s,y) =

En el ejemplo 2.1.1 (2/ = 2 — 1), para el que recordamos que

{gpl(t,l‘): t=s

pa(t,x) = z—1=y,

la funcion inversa es

\111(57?/) = s=t
Uo(s,y) = y+1l=u
Por tanto y
f(say) = ia
ya que:

= Oupi(t,x) = 1y Opp1(t, x) = 0y entonces Oyp1(V(s,y)) = 1y Oup1(¥(s,y)) =
0.

» Oypa(t,z) = 0y Oppa(t,z) = 1y entonces Opp2(¥(s,y)) = 0y 0pp2(¥(s,y)) =
1.

= f(t,x) =2 —1y por tanto f(¥(s,y)) = f(s,y+1)=y+1-1=y.
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Observamos, de esta manera, que en este ejemplo sencillo el cambio se puede hacer
en todo IR?, ya que el difeomorfismo estd bien definido en R? = Q = Q y ademas
la hipétesis (Hg) se cumple.

Veamos ahora el ejemplo 2.3.1 en el que consideramos un cambio en ambas

variables:

' =Pt — 1)

y el cambio

con

~

@ = (p1,02) 1 Q2 = Q

o(t,7) = (p1(t,2), @at,2)) = (s,y), s=2%+z y y—t—a.

» Vemos que este cambio es un difeomorfismo en IR?, ya que su inversa es

U(s,y) = (V1(s,y), Uals,y)) = (t,z) = (332, 5329) y ambas funciones son
C(IR?).

Analizamos la hipdtesis (Hg). Y vemos que este cambio propuesto no es
vélido en todo IR?, ya que f(t,x) = €2+ (t—x), dpp1(t, ) = 2y Opipr1 (t, ) =

1y por tanto yp1(t,x) + f(t,2)0pp1(t, ) = 2 + €2+ (t — ) que puede ser
cero en IR2. Sin embargo, si consideramos

Q={(t,x) e R?:t—x >0}

la hipétesis (Hg) es cierta.

= El difeomorfismo ¢ lleva ) en

Q={(s,y) eR*:y > 0}.

» La ecuacién para y(s) es

o 1=a(t)  1—ye’
C24a2/(t) 24 yes

Y (s) = dzzliS) _ dy(;is)) _ dy(;is))t,(s)

Ejercicio A.0.1. ;Podemos considerar dominios ) mds grandes en los que

tenga sentido el cambio propuesto?
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A.1. Variables separadas

Para resolver las ecuaciones de variables separadas (2.7) (2/(t) = p(t)q(x)),
hemos considerado el siguiente cambio:

@1(t7x) = t S = t

GO | equivalentemente, T 1
902(7573:) = / — dz, i y= / — dz.
20 4(2) 20 4(2)

Llamando

a la funcién definida en J, que nos da una primitiva de le), podemos escribir el
cambio como sigue:

{gpl(t,x) = t
pa(t, ) = P().

Como ¢ es continua y no se anula en su dominio de definicién, el (TFC) nos dice
que ¢ € CHJ) y ¢'(z) = ﬁ. Ademés, como ¢ no se anula, sabemos que ¢'(x)
tampoco lo hace y por tanto ¢ es un difeomorfismo de J en J = ¢(J). Por tanto,
el cambio ¢ estd definido en 2 := I X J y es un difeomorfismo sobre Q:=1xJ,
con inversa ¥(s,y) = (s,¢ *(y)), y ambas funciones son C!. Para garantizar que
es un cambio compatible con la ecuacién, solo nos falta comprobar que se cumple
la hipétesis (Hg):

Orpr(t, ) + Owpr (t, ) f(t,2) = 140 - p(t)g(x) = 1 # 0.

A.2. Ecuaciones homogéneas

Para resolver las ecuaciones homogéneas (2.14) (2/(t) = h <@)) empleamos

el cambio de variable:

p1(t,z) = ¢
x
902(t>$) = ;7
con dominio Q% := DT u Q= := D, los posibles dominios de definicién de la

EDO. La funcién ¢ es de clase C'!, con inversa

{\Ifl(s,y) = s

Ua(s,y) = sy,
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Figura A.1: Dominios de definicién de ¢ y .

con dominios de definicién (ver figura A.1):

QF ={(s,y) €eR?*: s>0, a<y<f}

O ={(s,y) eR?: s<0, a<y<fp}

dependiendo de que se considere Q" u Q™ como dominios de definicién de ¢. Vemos
que se cumple la hipétesis (Hs) ya que

dpr(t,z) + f(t,2)0pp1(t,x) =140 f(t,2) =1#0 (t,2) €,

donde Q es QT u Q.

A.3. Ecuaciones reducibles a homogéneas

Las ecuaciones reducibles a homogéneas (2.16) recordamos que son de la forma

ron ax(t) +bt+c
v(t)=h <Ax(t)+Bt+C>’

donde h : J — IR es una funcién continua definida en un intervalo abierto de

R ya,b, ¢, A, B, C € IR valores dados. Para estas ecuaciones podemos hacer

un cambio de variables de forma que se traducen en una ecuacién homogénea?.

2Como era de esperar con el nombre que le hemos puesto a las ecuaciones no?
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Concretamente el cambio es de la forma?

{901(t7x): t+¢&

802(7571') = T+,

s= t+¢

equivalentemente,
y= x+mn,

donde £ y n son constantes que debemos elegir convenientemente, en funciéon de

las constantes a, b, ¢, A, B y C, como vemos a continuacién. La ecuacién (2.16)

se transforma en

y'(s)

Tdtd T 1 \Aly-n)+BGs-&+C

_dy 1 :c’_h( aly—m)+b(s—&) +c >

Escogemos £ y 1 de forma que son solucién del siguiente sistema:

. an+ b =c
Sistema,, ¢ An+ BE = C.

De este modo obtenemos la ecuacién:

ren ay + bs
y(s)_h<Ay+Bs>’

que es una ecuacion homogénea, que sabemos resolver.

A.4. Ecuacion de Riccati

Para resolver las ecuaciones de Riccati (2.20) (2/(t) = a(t)z(t)2+b(t)x(t)+c(t))
usamos el siguiente cambio de variable, conociendo f(t), una solucién particular
de la ecuacién:

©1 (t, .T) = t S = t
(t,2) 1 es decir, 1
(P 7':U = 77 y = 77
? z— f(t) v~ f(t)

definido en dos posibles dominios:

Di={(tx)eR*: teJ z—f(t) >0} ={(t,x) eR*: teJ z> f(t)}

D_={(t,x)eR*: teJ a—f(t) <0} ={(t,2) eR*: te J, z< f(t)}.

3Comprueba que es un cambio compatible con la ecuacion.
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Sobre cualquiera de estos dominios ¢ es un difeomorfismo, de clase C!, con inversa

Uy(s,y) = 5 t= s
1 es decir, 1
W?(svy): f(t)+7’ €T = f(t)—’_*v
Yy Yy
definida en A
D+:{(s,y)€IR2: seJ, y>0}
o}

D_={(s,y) eR*: s€J, y<0},

segin sea el dominio de definicién de ¢.
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