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2. Álgebra de SO(N) y ISO(N)

Álgebra de SO(N): SO(N) es el grupo de matrices ortogonales M i
j en R

N , es decir el grupo de matrices
que satisfacen que (M−1)ij = (MT )ij . Esta propiedad implica que son los cambios de coordenadas en R

N ,
que preservan la forma de la métrica eucĺıdea δij en el sentido que

δij = Mk
iM

l
j δkl, (1)

y por lo tanto transforman bases ortonormales en bases ortonormales. Geométricamente hablando estas
transformaciones son simplemente las rotaciones en R

N .
Considera los generadores de SO(N) en la representación escalar, vectorial y espinorial respectivamen-

mte:

Lij = i (xi∂j − xj∂i),

(Sij)kl = i (δik δj l − δjk δil),

(Σij)ab =
i

4
[γ i, γ j ]ab, (2)

donde los matrices (γ i)ab satisfacen la identidad

{γ i, γ j}ab = 2 δij δab. (3)

• Demuestra que el conmutador del producto de dos matrices gamma viene dado por

[γ iγ j, γ kγ l] = − 2 δilγ kγ j + 2 δikγ lγ j − 2 δjlγ iγ k + 2 δjkγ liγ l. (4)

• Demuestra que el los generadores (2) satsifacen el álgebra de SO(N), es decir:

[Lij , Lkl] = iδilLjk − iδjlLik − iδikLjl + iδjkLil,

[Sij , Skl]mn = iδil(Sjk)mn − iδjl(Sik)mn − iδik(Sjl)mn + iδjk(Sil)mn,

[Σij ,Σkl]ab = iδil(Σjk)ab − iδjl(Σik)ab − iδik(Σjl)ab + iδjk(Σil)ab, (5)

Pista: Para calcular el conmutador de Σ, es preciso usar la relación (4).

• Demuestra que el conmutador de una matriz gamma y una generador Σ viene dado por

[γ i,Σkl]ab = (Skl)ij (γ
j)ab. (6)

Demuestra que esta es en realidad el primer orden en la expansión infisitesimal de la identidad

(γ i)ab = λa
c (λ

−1)db M
i
j (γ

j)cd, (7)

donde λa
c = exp[ i

2
ωklΣ

kl]ab y M i
j = exp[ i

2
ωklS

kl]ij son transformaciones SO(N) finitas en al
representación espinorial y vectorial respectivamente. Explica lo que dicen estas identidades sobre las
matrices gamma.
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Álgebra de ISO(N): El grupo ISO(N) es el versión inhomogenea de SO(N), en el sentido de que
aparte de las rotaciones, tambien implican las traslaciones:

x′i = M i
jx

j + ai. (8)

El término inhomogeneo viene de que estas transformaciones no preservan (necesariamente) el origen del
sistema de coordenas.

Considera el generador de las traslaciones Pi = −i∂i.

• Calcula el álgebra de ISO(N). Concretamente, calcula los conmutadores [Pi, Pj ], [Pi, Lij ] y [Lij , Lkl].

• Demuestra que P 2 = δijPiPj es un Casimir de ISO(N). Demuestra L2 = δikδjlLijLkl es un Casimir
de SO(N), pero no de ISO(N).

• Demuestra que en W = εijkPiLjk es un Casimir de ISO(3).
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